Matice

| Kata Fiserovd

Definice. Matici A typu m x n nad mnozinou M budeme rozumét kazdé obdél-
nikové schéma

ail ai12 e QA1n

a1 a2 . (0579
A=(ay) =1 . A o

Am1 Am2 . Amn,

kde a;; € M.

UvaZujme matice nad stejnym komutativnim okruhem R (napf. nad Z).
Definice. (S¢itani matic) Necht A = (a;;) a B = (b;;) jsou matice typu m X n.
Souétem téchto dvou matic budeme rozumét matici C' = (¢;5) typu mxn, kde ¢;; =
ajj +b;y proi=1,2,3,...,maj=1,2,3,...,n. Séitani matic nad komutativnim
okruhem je komutativni, asociativni, ke kazdému typu existuje nulova matice a
tedy existuji matice opacné.

Definice. (Nasobeni matic) Necht A = (a;;) je matice typup xr a B = (b;) je
matice typu r X s nad okruhem R. Sou¢inem matic A, B (v tomto pofadi) budeme
T
rozumét matici C' = (c;i) typu p x s, kde ¢, = > aijbj proi = 1,2,...,p a
j=1
k=1,2,...,s. (Prvek c; je skaldrnim souc¢inem i-tého Fadku matice A a k-tého
sloupce matice B.) Nédsobeni matic neni komutativni, ale je asociativni.

Definice. (Nésobeni skaldrem) M¢éjme a;; € R™*™ ac € R. Potom cA = (ca;;).
Tvrzeni. Pro skalary c¢,d a matice A, B vhodného typu plati:
(c+d)A=cA+dA
¢(A+B)=cA+cB
(cd)A = ¢(dA)
¢(AB) = (cA)B = A(cB)
Definice. (Transponovani matic) —Transponovanou matici AT budeme nazyvat
matici A ,,pievracenou podle diagonaly“:
A=(ay) typupxq = AT =(a;) typu ¢ x p.
Pozorovéani. Pro matice A typu p x ¢ a B typu g x s plati: (AB)T = &Tﬁ

——

pXs sXp
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Okruh R™*™ (Etvercové matice nad okruhem R)

Protoze R mé jednotkovy prvek, ma R™*" jednotkovy prvek:

10 ... 0
01 ...0
En: . . . .
00 ... 1/, .

1 “ . (1 0 0 0 0 0
Existuji netrivialni délitele ,nuly“, napr. (0 0) . (0 1) = (0 0).

Matice A € R™* ™ se nazyva invertibilni, existuje-li matice A~ takova, ze plati
A-A7' = A71. A= E,. Jsou-li A, B invertibilni, potom je rovnéz matice A - B
invertibilni a plati (AB)~! = B~1A~L
Definice. (Specidlni étvercové matice)

(i) skaldrnia- E (kde a € R)

(ii) diagondlni
(iii) horni trojihelnikova
(iv) dolni trojuhelnikova
(v) symetrickd a;; = aj; (A= AT)

(vi) antisymetrickd a;; = —aj;; (A= —AT)
(vii) Hermitovské (nad C) a;; =aj; (AT = A)

Definice. Hodnost matice je maximalni pocet linearné nezavislych fadki matice.

Oznacent: r(A).

Poznamka. Vektory vy, vs, ..., v, jsou linedrné nezivislé pravé tehdy, kdyz rov-
n

nice 0 = Y v; mé pouze trividlni feSeni, tedy kdyz v; = 0 pro i = 1,2,...,n.
i=1

Vektory jsou linearné zavislé pravé tehdy, kdyz mtzeme jeden z nich zapsat jako

netrividlni linedrni kombinaci ostatnich.

Pozorovani. Hodnost matice se nezméni
(i) zaménime-li pofadi dvou Fadka

) nésobime-li kazdy prvek libovolného fadku néjakym nenulovym ¢islem
iii) pfi¢teme-li c-ndsobek nékterého fadku k jinému radku

) ptriddme-li nebo vynechame-li fadek, ktery je linedrni kombinaci ostatnich
radki
Tvrzeni. Plati r(A) = r(AT), tedy nezalezi na tom, zda poc¢itdme linedrné ne-
zavislé fadky, nebo sloupce.

Hodnost matice uréujeme pfevedenim na odstupiiovany tvar (v ném se pocet
linedrné nezavislych Fadkd matice rovnd poétu nenulovych fadki matice) nebo
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pfimo na diagonélni tvar (v ném se pocet linedrné nezavislych radkt matice rovna
poétu nenulovych prvki na hlavni diagonéle).

Soustava n linedrnich rovnic o m nezndmych nad télesem T’

a1y + ar2 + ... + @ip®Tn = b
a21r1 + axr2 + ... 4+ amTm = by
an1T1 + Qp2T2 + ...+ GpmTm = by
kde aij,bi,.ﬁl,l‘g, ceyxn €T
Ukolem je najit vSechny m-tice (x1,%2,...,2,) € T™ , pro které plati vyse
zapsana SLR.
Definice. (Typy SLR)
(i) homogenni SLR: by = by =---=b,=0
(ii) nehomogenni SLR: aspoii jedno b; neni rovno nule.
Definice. Necht A = (a;;) je matice soustavy. Pak
ai; ... aim b
(Alb) = :
anl .-+ Gpm  bn
je rozsifend matice soustavy.
SLR lze také zapsat ve tvarech:
ail a2 a1m by
zi+ | w2t T =
an1 an2 Anm bn
X1 bl
Al )= o A-xT'=p"
T, by

Véta. Necht A je matice typu n x m nad T a b € T™. Soustava A - x*T = bT
je resitelna pravé tehdy, kdyz je sloupec pravych stran linearni kombinaci sloupcii
matice soustavy, tj. r(A) = r(4|b).

Jestlize je soustava A - x = b Fesitelnd, potom ma mnozina vSech jejich feSeni
tvar c+W, kde ¢ = (w1, 22, ..., x,) je libovolné zvolené feseni soustavy A-xT = b’
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a W je podprostor vsech feseni piislusné homogenni soustavy A - xT = 0T. Dale
jedimW =m —r(A).
Je-li r(Alb) = r(A) = n, m4d soustava pravé jedno FeSeni.

Definice. Necht A = (ai;) je matice fadu n nad komutativnim okruhem R (nad
télesem T'). Determinantem matice A nazveme prvek:

det A = Z Sgn(ﬂ-) CQr(1)107(2)2 " Cr(n)n-
TESy
Determinant je soucet n! s¢itancii tvaru sgn(m) - ar(1)1@r(2)2 * * * Gr(n)n; Kazdy
sCitanec je souc¢inem n prvki matice A, pricemz z kazdého radku a kazdého sloupce
je vzat pravé jeden prvek, a tento soucin je opatien znaménkem piislusné permu-
tace (sgnm = £1).
Mnozina permutaci S3 pro determinant matic tfetiho fadu:

(5306506136061 )6,

sgn =1 sgn m=—1 sgnm=—1 sgn =1 sgn m=1 sgnm=—1

Tvrzeni. (Sarrusovo pravidlo)

@i diz 13 11022033 + A21032G13 + A31G12023—
det Az 3 = det = 33 320013 3 3

a1 Ag22 (23
—a31022013 — 021412033 — 411023032
aszy1 asz Ga33

Motivace. (K ¢emu by mohly byt determinanty dobré) Zkusme upravovat sou-
stavu dvou rovnic o dvou neznamych:

a1121 + a2 = b1 /- az
a211 + ag2x2 = by /- (—ai2)

Po sec¢teni dostaneme a11a2071 — a12a211 = biass — baaiy, z ¢ehoZ mame:

biass — baayo baa11 — bias
{E1 =, rTo —m —M————
a11a22 — @12021 a11a22 — @12021
Tedy:
b1 a a b
det( 1 12) det( 11 1)
= Ay _ by a2 o — Az _ az b
1= =—""-;, 2=—F=——"""""—
A ai;  ag A ai;  ag
det ( ) det ( )
a21 Qa922 a1 a2
Tvrzeni. (Cramerovo pravidlo) Necht A je regularni matice fadu n nad télesem
T. Jediné TeSeni soustavy A-x = b (b € T" je libovolné zvoleno) m4 tvar:
T = %,252 = %, ey Xy = “}4", kde matice A; vznikne z matice A zaménou

i-tého sloupce za sloupec pravych stran b.
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Zakladni vlastnosti determinantu

Necht A je matice fadu n nad komutativnim okruhem R.

(i) Je-li néktery sloupec matice A nulovy, je det A = 0.
(if) Je-li A horni (dolni) trojuhelnikov, je det A roven souéinu prvkd na hlavni
diagonale.
(iii) det AT = det A.
(iv) Vynésobime-li néktery sloupec (faddek) matice A prvkem ¢ € R, pak je
determinant vzniklé matice B roven det B = ¢ - det A.
(v) M4-li matice A dva stejné sloupce (fadky), je det A = 0.
(vi) Pficteme-li k néjakému fadku (sloupci) matice A c-nésobek jiného fadku
(sloupce), pak je determinant vzniklé matice roven det A.
(vil) Prehodime-li dva sloupce (fadky) matice, zméni determinant znaménko.

Véta. (O rozvoji determinantu) Necht A je matice Fddu n nad komutativnim
okruhem R. Pro kazdé i =1,2,...,n plati:

det A= Z aij - (=1)™ det A;; (rozvoj podle i-tého fadku)
det A = Zaﬂ - (=1)" det Aj;  (rozvoj podle i-tého sloupce),

kde A;; je submatice matice A, kterd z ni vznikne vyskrtnutim i-tého fadku a
j-tého sloupce.

Poznamka. Clen (—1)"*7 det A;; se nazyva algebraicky doplnék prvku a;.



