Matematicka indukce

| Tomdsek Roskovec

ABSTRAKT. Ti, ktefi o indukci neslySeli, o ni uslysi, kdo ji uz zné, ten ziska
jistotu v jejim pouzivani.
V prednasce se budeme zabyvat diikazovou technikou, kterd se pouziva napiic¢
celou matematikou od jednoduchych souctovych vzorct pres kombinatoriku, teorii
grafii az k deriva¢nimu poctu.

Zakladni myslenka a jednoduché aplikace

Neforméalné feceno nam princip matematické indukce fika toto: Pokud dokazu
udélat prvni krok a pokud dokazu po libovolném kroku udélat jeden navic, pak
dokéazu udélat libovolny pocet kroki.

Matematicky feceno dokazujeme, Ze néjaké tvrzeni plati pro vSechna prirozena
¢isla. Budeme tento fakt zapisovat jako T'(n), kde T' znaéi néjaky vyrok, do kterého
dosadime n prirozené. Bude ndm stacit dokazat pouze dvé véci. Nejprve dokazeme
T(1), takzvanou bézi, poté musime dokdzat implikaci T'(n) = T'(n + 1), takzvany
indukéni krok.

Pro nazornost vyresime prvni piiklad. Dokazeme vzorec pro ¢asteény soucet
geometrické rady. Plati, ze
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Nejprve potiebujeme urcit, podle jaké proménné povedeme indukci. V tomto

pripadé jde evidentné o ¢islo n. Prvni krok dokézeme jednodusSe tim, ze dosadime
jednicku.
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TakZze rovnost ziejmé plati. Ted potiebujeme dokdzat indukéni krok, neboli plati-li
vzorec pro ¢islo n, pak plati i pro n+ 1. Takze z rovnosti pro ¢islo n ekvivalentnimi
upravami dostaneme rovnost pro n.
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Tim je vzorec dokézan.

A ted pocitani . ..

Priklad 1. Dokazte, Ze soucet prvnich n pfirozenych ¢isel je roven w

Priklad 2. Dokazte, ze soucet druhych mocnin prvnich n pfirozenych éisel je

roven w

Priklad 3. Dokazte vétu pana Binoma. Tedy vztah

n—z

n
(a+0)" Z ja'b" " eN.

P¥iklad 4. Dokaite, Ze pro n piirozena je vyraz n®+ (n+1)3+ (n+2)? délitelny
deviti.

Priklad 5. Dokaz, Ze pro n prirozené platl 175+ 2 3+t n(n+1) <1.

Priklad 6. Necht funkce f pro kazdé n > —1 spliiuje vztah f(n+2) = 2f(n +
+ 1) — f(n). Pokud plati f(0) =1 a zarovenn f(1) = 2, tak plati f(n) =n+ 1 pro
vSechna cela n > —1.

Priklad 7. Mgé&jme n pfimek v roviné. Dokaz, Ze tyto pfimky déli rovinu nejvyse
na in(n+ 1)+ 1 oblasti.

Priklad 8. Dokaz, Ze pro vSechna n € N plati
P24 pnd=0+2+---+n).
Priklad 9. Dokaz, Ze oblasti v rovinné mapé, kterd je tvofena m kruznicemi,

z nichz kazda protind vSechny ostatni, lze obarvit dvéma barvami tak, Ze spolu
nesousedi zadné dvé oblasti stejné barvy.

Priklad 10. Dokaz, Ze pro vSechna n € N plati
A+173) 1 +27%--1+n3) <3
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Piiklad 11. Dokaz, Ze mezi kazdymi 2"+! &isly lze najit 2" &isel takovych, Ze
jejich soucet je délitelny 2.

Priklad 12. DokaZte, Ze nerovnost
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plati pro vSechna n > 2.

Piiklad 13. Dokaz, Ze vyraz 1 4 24n+2 4 34n+2 4 gdn+2 4 5dn+2 | g4n+2 je pro
vSechna n > 0 délitelny tfinacti.

Priklad 14. Dokaz, Ze pro kazdych n kladnych redlnych ¢isel plati
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(nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym primeérem).
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[1] http://en.wikipedia.org/wiki/Mathematical induction
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