Matematicka indukce

| Haria Bendovd

Uvod

V této prednasce si budeme povidat o matematické indukci, coz je véc nadmiru
uzite¢na; bude se vam jisté jesté mnohokrat hodit, az budete dumat nad zalud-
nymi Glohami z PraSatka ¢i matematické olympiddy nebo zkratka az budete mit
neodbytnou touhu dokazat néco pékného.

Princip matematické indukce

Matematicka indukce je jedna ze zdkladnich dikazovych metod, kterd se ob-
vykle pouziva, chceme-li dokazat, ze néjaké tvrzeni ¢i matematickd véta plati pro
vSechna prirozena cisla.

Dukaz matematickou indukci spociva v tom, ze nejprve ukdzeme, Ze tvrzeni
T'(n) plati pro nejmensi ¢islo n (vétSinou n = 1), a nasledné dokazeme, ze jestlize
tvrzeni T'(n) plati pro vSechna n < k (tomu se obvykle ¥ikd indukéni predpoklad),
pak platii T (k+1). Muzes si snadno rozmyslet, ze takovyto diikaz opravdu funguje.

Ukazeme si jednoduchy priklad, ktery nadm ptiblizi, jak Ze se tedy v praxi
dikazy matematickou indukci provadéji.

Vzorovy priklad. Ukazeme, Ze pro vSechna n € N plati

n(n—i—l).
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Vzorové feSeni vzorového prikladu.
Prvni krok: Tvrzeni T'(1) vypada jako 1 = %, coz jisté plati.
Druhy krok: Predpokladejme, Ze plati T'(n) pro vSechna n < k (¢islo k ndm zadava
ynepritel*). Chceme ukazat, ze T'(k + 1) je pravda. MiiZzeme si vypomoci tvrzenim
T(k), které zni:
E(k+1)

5

Pricteme tedy na obé strany této rovnosti ¢islo k + 1 a upravujme:
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Ale to je pfesné tvrzeni T(k + 1). Jsme tedy hotovi.

Cviceni
Priklad 1. Dokaz, Ze pro vSechna n € N plati
1

24224 2= grn+1)@n+1).

Priklad 2. Dokaz, Ze pro vSechna n € N plati
P42+ 4n®=01+2+---+n).

Priklad 3. M¢éjme n pfimek v roviné. Dokaz, Ze tyto pfimky déli rovinu nejvyse
na 3n(n+ 1)+ 1 oblasti.
Priklad 4. Méjme kruh a n bodu, které lezi na jeho obvodu. Kazdé dva body
spojme tuseckou. Na kolik ¢asti tim rozdélime kruh?

Priklad 5. Dokaz, Ze oblasti v rovinné mapé, kterd je tvofena n kruznicemi,
z nichz kazda protind vSechny ostatni, lze obarvit dvéma barvami tak, Ze spolu
nesousedi zadné dvé oblasti stejné barvy.

Priklad 6. Dokaz, Ze pro vSechna n € N plati
= + = + = +- 1+ ! <1
1-2 2.3 3-4 n-(n+1) '
Priklad 7. Dokaz, Ze pro vSechna n € N plati
A+173)H1+27%-1+n3) <3
Piiklad 8. Dokaz, ze mezi kazdymi 2”1 ¢&isly lze najit 27 &isel takovych, Ze
jejich soucet je délitelny 2.
Priklad 9. Dokazte, Ze nerovnost
= + = + -t =
n+l n+2 2n
plati pro vsechna n > 2.
Piiklad 10. Dokaz, Ze vyraz 1 + 24712 4 34n+2 4 44n+2 4 54n+2 4 Gint2 je pro
vSechna n > 0 délitelny trinacti.
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Priklad 11. Dokaz, Ze pro kazdych n kladnych redlnych ¢isel plati

, ay+as+---+an
Yayaz - -an, <

n
(nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym prameérem).

Pfi psani pfispévku jsem vyuzila lonisky tvod ke ¢tvrté sérii, ktery napsal Sasa
Kazda.
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