Matematicka heuristika
| Pavel Patdk

Uvod

Pokud néas feSeni prikladu nenapadéa na prvni pohled, musime systematicky vy-
zkouset mnozstvi moznosti. Matematicka heuristika se zabyva tim, jak nejrychleji
nalézt tu spravnou. Ukazuje se, Ze existuje par postupi, které vedou k cili témér
vzdy. Ty nejpouzivanéjsi si vysvétlime a ukézeme na ptikladech.

Dilkazy existence

Chceme-li dokazat, ze néjaky objekt existuje, témér jisté vyuzijeme jedno z nésle-
dujicich tvrzeni.

Tvrzeni. (Nutnd existence) Jde-li dany objekt zkonstruovat, pak existuje.
Piiklad. Necht a € N. Dokazte, ze rovnice 22 — y? = a® ma celoéiselné Feseni.

Tvrzeni. (Dirichlettv princip)

(1) Je-li n+ 1 perel rozdéleno do n Supliki, pak existuje alespon jeden Suplik,
ve kterém jsou alespon 2 perly.

(2) Vlétlo-li alespoii kn + 1 holubt do k dér holubniku, pak existuje alespor
jedna dira, do které vlétlo vice nez n holubt.

(3) Je-li nekoneéné mnoho molt v koneéné mnoha skfinich, asponl v jedné
z nich jich musi byt nekonecné.

Cviceni.

(1) Kolik osob je minimélné zapotifebi, abychom mohli tvrdit, Ze existuji 3
osoby majici narozeniny ve stejny den?

(2) Ve ¢tverci o strané délky 7 je 51 bodt. Dokazte, ze vzdy existuji tfi body,
které lezi v kruhu o poloméru 1.

(3) Sttelecky ter¢ ve tvaru rovnostranného trojihelnika byl 17-krat trefen. Co
muZeme Fict o minimu vzdalenosti mezi jednotlivymi trefami?

(4) Kazdy bod prostoru je obarven ¢ervené nebo modfe. Ukazte, Ze existuje
kvadr, jehoz vrcholy maji vSechny stejnou barvu.

(5) Kazdy bod prostoru je obarven modfe, ¢ervend ¢i zelens. Ozna¢me M, C,
Z mnoziny vsech ¢isel r takovych, ze existuje usecka délky r, jejiz oba kon-
cové body jsou modré (Gervené, zelené). Dokazte, Ze alespon jedna z téchto
mnozin obsahuje vSechna kladna realna cisla.

(6) Body s celoéiselnymi soufadnicemi nazyvidme miiZzové body. V prostoru
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vybereme libovolnych 9 miizovych boda Bi, Bs,...Bg. Dokazte, ze stied
jedné z tsecek B;B; (1 < i< j <9) je mfizovym bodem.

(7) V obdélniku 10x17 je 74 bodt. Dokazte, Ze existuji dva, jejichZ vzdéalenost
je maximalné 2.

(8) Necht p je prvocislo vétsi nez 3 a n pfirozené ¢islo takové, ze p™ ma v de-
sitkovém zapisu 20 cifer. Dokazte, Ze alespon jedna z cifer se objevuje vice
nez dvakrat.

(9) Necht P je mnozina n prvocisel. M bud mnozina vice nez n pfirozenych
¢isel, z nichz zadné nemé prvocinitele, ktery by nelezel v P. Dokazte, ze
existuje T' C M takova, ze soucin vsech ¢isel z T je Ctverec.

Dirichletav princip je specidlni pfipad néasledujici hrizostrasné vypadajici véty:

Véta. (Ramsey) Pro kazdé n a pro kazdou t-tici ¢isel ki, ko, ..., k, existuje
Cislor(ky, ka, ... , ki;n) takové, Ze pro kazdou mnozinu A, kterd m4 alespon rprvku
plati: Rozdélime-li vSechny n-prvkové podmnoziny A do t piihradek Ty, Ts, . .. , Ty,
pak existuji F C A a i takové, ze F' ma velikost aspon k; a kazda n-prvkova
podmnozina F nalezi do T;. Nejmensi takové ¢islo r se nazyva Ramseyovo cislo.

Trivialni pfipady jsou:

t

r(ky, .o k1) =14 (ki —1)
i=1

r(ki,ryr) =r(r ky;r) =k

Je-li nékteré k; je mensi nez n, plati navic r(k1, ..., ki;n) = k;.
Ostatni Ramseyova ¢isla se nazyvaji netrivialni. Je jich znamo 12. Pro zbyla
¢isla mame jen hrubé odhady. Napft.

k1 + ko —2
k17k2 S T(kjl,kQ;n) S ( LR )
k1 —1

Priklad. Mezi Sesti lidmi vzdy existuji 3 lidé, ktefi se navzajem neznaji nebo tfi
lidé, ktefi se navzajem znaji. Pro 5 lidi to jiz neplati.

Nevime-li, jak v existen¢nim diikazu zacit, zkusime vyuzit nasledujici jednodu-
ché tvrzeni:

Tvrzeni. (Existence maxima a minima) Kazd4 koneénd mnozina ¢éisel obsahuje
maximalni a minimalni prvek.

Prosté si vybereme néjaky objekt, ktery je svym zptsobem vyjimecny.
Cviceni.
(1) Dokazte, ze kazdy konvexni mnohostén obsahuje dvé stény se stejnym po-
¢tem hran.
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(2) V roviné je n studni a n domi. Dokazte, ze domy jdou spojit se studnami
tak, ze zadné dvé cesty se nebudou krizit.

(3) V roviné je dan koneény pocet bodi, které nejsou vSechny kolinedrni. Do-
kazte, ze existuje primka, kterd prochazi pravé pres dva z nich.

Dukazy neexistence

Méme-1i dokézat, Ze néco neexistuje, bud najdeme né&jaky vhodny invariant, ¢i
zvolime dikaz sporem.
Cviceni.

(1) Na kazdé pole Ssachovnice 7x7 postavime jezdce, je mozné potdhnout vSemi

jezdci naraz dle Sachovych pravidel? .
(2) MiZe pro piirozena é&isla a, b, ¢ platit (2% —1)(2° — 1) = 22" 417

VyuZiti symetrie

Ackoli se symetrie nej¢astéji vyuziva v geometrii, muzeme ji uplatnit témér kdekoli.
Je-li problém symetricky, usetii ndm to spoustu c¢asu a prace. Mame-li divod
se domnivat, ze je symetrické i feSeni, rovnou odvrhneme vsSechny nesymetrické
napady. Specidlnim piipadem je tzv. princip nedostate¢ného divodu, tj. tvrzeni,
ze kde neni divod na rozliseni, tam nemuze byt rozdil.

Priklad. Roznésobte (a + b+ c)(a? + b? + ¢ — ab — ac — bc)

ResSeni. Vzhledem k symetrii vime, Ze vysledek je tvaru A(a®+b>+c3)+ B(a?b+
+a?c+bla+bic+cta+c?b)+C(abe). A okamzité vidime, ze A = 1, B = 0,C = —3.

o . v (d=b)(d—c) | (d—a)(d—c) |, (d—a)(d—b)
Priklad. Zjednoduste (a=b)(a—0) + (b—a)(b—c) + (c=a)(c=b)

ReSeni. Nejprve si viimneme, 7e vyraz je symetricky vzhledem k a, b, c. Aby mél
vyraz smysl, musi platit a # b. Ze symetrie tedy a b # c # a

Dany vyraz je vlastné polynom P(d) (nejvyse druhého stupné). Dosazeni d = a
a symetrie davé, ze P(a) = P(b) = P(c) = 1. Jedn4 se tedy o konstantni polynom
a vyraz je vzdy roven jedné.

Priklad. Najdéte maximum vyrazu zy za podminek z +y =1,2 > 0,y > 0.

ResSeni. Vztahy jsou symetrické, mizeme tedy ocekavat, Ze maximum nastane

prox =y = % Nemé diivod nastévat jinde. Ovéiime to: Bud z = %—l—e, y= % —e.
Pak xzy = % — €2, tedy maximum skuteéné nastava pro e = 0
Cviceni.

(1) Dva hraéi pokladaji mince na obdélnikovy stil tak, aby se nepfekryvaly.
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Kdo jiz nemtze polozit minci na stil prohral. M4 néktery z hraca vyhra-
vajici strategii? Jestli ano, kdo a jakou?

(2) Dokazte pro a, b, ¢ > 0 nerovnost % + G+ %b >a+b+ec

(3) Najdete minimum vyrazu z? + 23 + ... + 22 za podminek 0 < x; < 1 a
T, +xo+ ...y = 1.

4) V libovolném trojihelniku plati 1 < @*t’+¢> < 1 Pyitom odhad L nejde
J 2 5 11€]

1
3 (a+b+c)?

zlepsit.

Hledani zakonitosti

Kdyz uz néas nenapadé nic jiného, zkusime si napsat par jednoduchych prikladi,
vyresit problém pro mala ¢isla apod. Postupujeme pfitom systematicky, abychom
se vyhnuli zbytecné praci. Tfeba nas ¢asem néco napadne.
Cviceni.
(1) Bud S; posloupnost 1,2,3,4, . .. vSech p¥irozenych ¢isel. Necht S,, 11 vznikne
z S, tak, ze Cisla z S, kterd jsou délitelnd n zvétsime o jednicku. Sy je
tedy posloupnost 2,3,4,5,6,7, ... a S3 posloupnost 3,3,5,5,7,7, ... . Najdéte
vSechna pfirozena ¢isla, pro kterd plati, Ze prvnich n — 1 ¢lentd .S, ma stej-
nou hodnotu.
(2) Definujme rekurentné zadanou posloupnost a; = 1,a2 = 1,a3 = 2,

Apy10ny2 + 7

(p43 =
Qn

pro n > 0. Dokazte, ze vSechna cleny jsou pfirozena cisla.

Ostatni postupy

Metod jak fesit matematické tlohy existuje pochopitelné celd fada, uvedu jen
letmy vycet dalSich metod: kresleni obrazkiu, preformulovani zadani, modifikace
problému (dokézeme silnéjsi tvrzeni), vybér vhodného oznaceni, rozdéli problému
na specialni pfipady, zpétny postup, nepiimy postup, zevseobecnéni.

Pii feseni kazdého piikladu se vidy snazme sviij postup reflektovat. NaSe schop-
nosti resit cokoli se velice rychle zvysi, pokud si uvédomime, Ze ke kazdému pri-
kladu se hodi jind metoda a dovedeme co nejrychleji vybrat tu spravnou. Ale
pokud nic nevime, tak je nam i sebelepsi heuristika na nic.
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