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Serial — Matematicka biologie I:
Populac¢ni modely, dynamika a chaos

Druhd polovina dvacatého stoleti prinesla revoluci v nasem poznéni zivych systémi, pocinaje
rozlusténim struktury DNA a lidskym genomem konce. Vznikaly nové mezioborové védecké dis-
cipliny a v neposledni fadé doslo k postupnému pronikani matematiky do biologie a mediciny.
A proto ani korespondené¢ni seminif nemuze stat stranou a ptipravil pro leto$ni seridl zajimavou
novinku. Budeme si povidat o tom, Ze biologie a matematika mohou najit spole¢nou fec¢, o oboru,
ktery budeme nazyvat matematicka biologie.

Biologie je véda zabyvajici se studiem velice riznorodych zivych systémi. Abychom pochopili
zivot, musime znat strukturu a funkci jednotlivych molekul, které se vyskytuji v télech rost-
lin a zivocichi. Na druhou stranu, biologové také zkoumaji objekty mnohem vétsi — naptiklad
jednotlivé bunky, organy, organismy ¢i v neposledni fadé celd spoleCenstva organismui. Stru¢né
feCeno, biolog muze (na jedné strang) prejizdét stovky kilometrti pfi studiu populace medvédt na
Aljasce, nebo se (na druhou stranu) pohybovat ve svété molekul, kde se typické vzdalenosti méii
v nanometrech. K pochopeni takto rozdilnych svétl je samoziejmé potfeba rozdilnd matematika.

V dnesnim dile seridlu se zaméfime na objekty velké — na chovani celych populaci organisma
(napf. baktérii, mravencti, medvédd, lidi) ¢ skupin bunék (napf. rist rakovinného nadoru). Ve
druhém dile serialu se zaméfime na objekty malé — muzes se tésit na povidani o DNA, bilkovinach
a jejich tloze v genetice, vyvoji embryi, evoluci a mediciné. Téma zavéreéného tietiho dilu seridlu
budiz prozatim prekvapenim.

Abychom mohli pouzit matematiku ke studiu zivych objektd, musime si nejprve ujasnit,
s jakymi problémy ndm matematika muze pomoci. Chceme-li studovat aljasské medvédy grizzly,
otazek nas napadne spousta. Cim se medvéd zivi? Jak rychle b&ha? Pro¢ v zimé spi? Kolik
je medvédu na Aljasce? Atd. Najit odpovéd na podobné otazky vyzaduje spoustu pozorovani,
experimentu a studia biologické literatury. To samoziejmé plati i pro dalsi biologické systémy —
chceme-li prispét matematikou k pochopeni biologie, musime se nejprve naucit biologii! A i kdyz
se nakonec biologii nauc¢ime, vystac¢ime mnohdy jen se slovni popisnou odpovédi. Naptiklad
pozorovanim zodpovime nasi posledni otdzku vétou, Ze na Aljasce Zije priblizné 35 tisic medvéda
grizzly. Na druhou stranu, ptame-li se, kolik bude medvédi na Aljasce za rok, za deset let nebo
za sto let, pak s pouhym pozorovanim nevystacime a muzeme zacit zapojovat své matematické
mysleni. Podobné otazky o budoucnosti populace nemusime klast jen pro populaci medvédi, ale
pro jakoukoliv skupinu jedincu, zvifat ¢i rostlin. Studujeme-li napfiklad rostouci zhoubny nador,
zajima nas kolik bunék bude obsahovat v budoucnosti. Bojujeme-li s epidemii, zajima nas vyvoj
poc¢tu nakazenych lidi. Pokusme se tedy zformulovat podobné otazky obecné matematicky.

Uvazujme, ze charakteristicka jednotka Casu pro nasi populaci je jeden rok, a ozna¢me si pocet
jedinct dnes jako N, pocet jedinct za rok jako Ni, pocet jedinci za dva roky jako Na, obecné
pocet jedinct za t let jako INi. Pfedpoklddejme pro jednoduchost, ze na zdkladé pozorovani vime,
ze velikost populace v roce t + 1 mtuzeme spocitat z velikosti populace v roce t podle vzorecku

Nip1 = f(Ne), (1)

kde f je néjakd znama funkce. Rovnice typu (1) matematici nazyvaji diferencns rovnice. Chovani
populace je jednozna¢né dano rovnici (1) a hodnotou Np, kterou budeme nazyvat pocddtecns
podminka.

Jako jednoduchy piiklad rovnice (1) pfedpokladejme, Ze velikost populace v roce ¢ + 1 je
dvojnéasobkem velikosti populace v roce ¢, pak (1) zni N¢+1 = 2N;. Budeme-li tedy v ¢ase ¢t =0
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mit sto jedinct (tzn. No = 100), bude jich za rok N; = 200, za dva roky N2 = 400, za t¥i roky
N3 = 800, za &ty¥i roky N4 = 1600 atd. Obecné za t let bude populace obsahovat Ny = 2t - 100
jedinci, jak si ctenal sam dokaze matematickou indukci. Jak vidime z obecného vyjadreni, roste
pocet jedincii s Casem nade vSechny meze. To ovSem v realném problému nastat nemiize, nebot
organismy maji omezeny zdroj potravy, omezeny prostor, ve kterém ziji, apod. Realistictéjsi je
predpokladat, ze s rostoucim poctem jedincu klesa jejich rychlost mnozeni. Pfikladem muze byt
diferen¢ni rovnice

Nipt = (2 - 7> N @)

Rovnice (2) je prikladem takzvané logistické rovnice. Pro maly pocet jedinci N; muZeme na
chvili zanedbat malé ¢islo E’fVTB a dostaneme, Ze chovani populace je podobné jako chovani dané
dfive zkoumanou rovnici Ny41 = 2N¢. Na druhou stranu, zvysuje-li se pocet N, snizuje se faktor
(2 — éVTB) a tim dochézi ke snizovani ristu populace, coz fesi problém s nerealistickym pfemnoze-
nim populace. V neposledni fadé modely ve tvaru rovnice (2) byly i v neddvné dobé s tspéchem
pouzity na modelovani rozli¢nych biologickych systému, napfiklad pro modelovani rustu rakovin-
ného nadoru (kde Ny oznacuje pocet rakovinnych bunék), ¢i vyvoje poétu obyvatel rtiznych stati.
Podotknéme, Ze rovnice (2) ndm dava obecné posloupnost realnych ¢éisel N¢ a chceme-li finalni
vysledky interpretovat jako pocty jedinct, musime je zaokrouhlit. V kazdém pripadé cisla Ng,
t=0,1,2,... musi byt redlna nezdporna ¢isla, to znamena, ze Ny > 0a Nyy1 = (2— éVTB)Nt > 0.
Resenim téchto dvou nerovnic dostaneme nutnou podminku pro Nt ve tvaru Ny € (0,1000).

Zajima nas tedy chovani posloupnosti redlnych éisel danych rovnici (2) pfi poc¢ateéni podmince
No € (0,1000). Jako prvni krok analyzy diferen¢nich rovnic ve tvaru (1) je uziteéné spocitat
si takzvané pevné body, které jsou definovany jako feSeni rovnice N = f(IN) a maji nasledujici

interpretaci. Je-1i Ng rovno pevnému bodu, potom Ng = N1 = N2 = N3 = - - -, tzn. Ze biologicky
systém ma v kazdém case ¢ stejny pocet Ny = Ny jedinct. V pfipadé modelu (2) jsou tedy pevné
N

body dény resenim rovnice N = (2 — 500)N . To je kvadratickd rovnice, kterd ma dvé feseni
N =0 a N = 500. To znamen4, ze pokud v case t = 0 zilo Ny = 500 jedinci, nebude se jejich
pocet ménit a dostaneme Ny = 500 pro libovolny cas t. Podobné, pokud na zac¢atku nebyl zadny
jedinec v systému (No = 0), budeme mit Ny = 0 pro libovolné ¢. Tim jsme odhalili vSechno
zajimavé o modelu (2) pro specidlni poéateéni podminky No = 0 a Ny = 500. Co vSak muzeme
Fici pro obecnou poéateéni podminku Ny z intervalu (0,1000)?

Zvolme napiiklad No = 100 a pocitejme. S vyuzitim rovnice (2) dostaneme (pii zaokrouhleni
na jedno desetinné misto) N1 = 180, No = 295,2, N3 = 416,1, N4 = 485,9, N5 = 499,6, N = 500,
N7 = 500, Ng = 500 atd. Vidime, Ze se hodnoty N; s rostoucim ¢asem pfiblizuji k hodnoté 500,
coz je hodnota jednoho z pevnych bodi. Ke stejnému vysledku vede i jakadkoliv jind pocatecni
podminka z intervalu (0,1000), jak se muze ¢tendf sam presvédc¢it. Timto pozorovéanim jsme
jednak popsali dynamické chovdni modelu (2) pro vSechny zajimavé pocateéni podminky, ale
také jsme zjistili, ze pevny bod 500 je mnohem vyznamngj$i nez pevny bod 0, nebot ¢cleny
vSech posloupnosti za¢inajicich ¢islem Ng € (0, 1000) jsou pro velkd ¢ prakticky rovné &islu 500.
Naproti tomu jenom posloupnosti zacinajici ¢isly 0 a 1000 vedou k druhému pevnému bodu
0. Poznamenejme, Ze posloupnosti zacinajici ¢islem mimo interval (0,1000) vedou k zdpornym
¢islim, nemaji zadnou biologickou interpretaci a nema smysl se jimi zabyvat.

Na zékladé predchazejiciho pozorovani pro rovnici (2) zkusme vybudovat obecnou teorii pro
rovnici (1). Rovnice (1) a poéateéni podminka No nam definuji nekoneénou posloupnost real-
nych ¢isel Ng, N1, N2, N3, ..., N¢, ... Dulezitym matematickym objektem, ktery se hodi ke
studiu posloupnosti, je takzvana limita posloupnosti. Intuitivné je limita posloupnosti ¢islem, ke
kterému se blizi ¢leny posloupnosti N; pro velké Casy, toto ¢islo se standardné oznacuje lim Ny.
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Napiiklad jsme jiz dfive objevili, Ze pro libovolnou poéateéni podminku Ny € (0,1000) do-
staneme pro posloupnost danou modelem (2) hodnotu lim N; = 500. Obecnou definici limity
posloupnosti nalezne ¢tenaf ve stiedoskolskych ucebnicich matematiky. Poznamenejme, Ze pro
nékteré posloupnosti limita nemusi existovat.

Nyni jiz mtzeme definovat, e pevny bod N rovnice (1) je globdiné stabilni, pokud pro libo-
volnou poéateéni podminku Ny existuje limita posloupnosti Ny a plati lim Ny = N. Nase definice
v podstaté Fiké, Ze poéet jedincti v populaci se s rostoucim asem blizi k pevnému bodu N.
Takovy globalné stabilni pevny bod je bezesporu velmi vyznamny, nebot v tomto jednom déisle je
ukryto chovani populace pro velké casy pro libovolnou pocatecni podminku. Na druhou stranu
neni prilis Casté, aby takovy globalné stabilni pevny bod existoval. Napriklad v pfipadé rovnice
(2) neni pevny bod 500 globalné stabilni, protoZze napiiklad posloupnost zaéinajici 0 se nikdy
k ¢islu 500 neptiblizi. V tomto pripadé je proto lepsi definovat jen takzvanou lokalni stabilitu
pevného bodu, kterd pozaduje, ze lim Ny = N plati jen pro poéateéni podminky Ng z néjakého
otevieného intervalu obsahujiciho zkoumany pevny bod N. Ve smyslu této definice ma model (2)
lokalné stabilni pevny bod rovny &islu N = 500. Vskutku, pro jakoukoliv po¢ateéni podminku
Ny € (0,1000) plati lim Ny = 500. Na druhou stranu pevny bod 0 rovnice (2) neni stabilni, tudiz
vidime, Ze definice stability ndm pomohla rozlisit vyznamné a méné vyznamné pevné body. Po-
chopeni definice stability si mtzes vyzkouset v prikladé 2, k jehoz FesSeni si vystacis s jednoduchou
stiedoskolskou matematikou. V obecném pripadé se k vySetfovani stability pevnych bodu hodi
elementarni znalost derivaci. Pokud jsi jiz o derivacich slysel, pak by nemél byt pro Tebe problém
dokazat stabilitu pevného bodu 500 v nasem predchazejicim pripadé. Abychom nediskriminovali
mladsi feSitele, nebudeme v tomto seridlu derivace potiebovat.

Dynamika (rozumséj chovani feSeni) rovnic podobnych rovnici (2) mize byt mnohem kompli-
kovanéjsi nez dynamika, kterou jsme jiz vidéli. Uvazujme napiiklad diferencni rovnici

Nepi=Rr(1- 2\ N (3)
t+1 — 1000 ty

kde R je dané zndmé ¢&islo. Zvolime-li R = 2 v modelu (3), dostaneme model (2), jehoz chovéani
uz zndme. Zvolme proto R = 3,2 v modelu (3) a sledujme, jak se zméni chovani této diferencni
rovnice. Zvolime-li pocate¢ni podminku Ng = 500, dostaneme Nj = 800, N2 = 512, N3 = 799,5,
Ny = 512,9, N5 = 799,5, N¢ = 513,0, Ny = 799,5, Ng = 513,0 atd. Vidime, Ze feSeni po Case
osciluje mezi hodnotami 799,5 a 513,0. K takovému vysledku dojdeme pro libovolnou pocatec¢ni
podminku z intervalu (0,1000). Tim jsme zjistili, Ze rovnice (3) pro R = 3,2 nema stabilni pevny
bod (ona mé dva nestabilni pevné body, které ¢tenaf snadno najde), ale ma oscilujici Feseni
s periodou délky 2. Takova FeSeni se daji pro libovolnou rovnici (1) odhalit jako Feseni rovnice
N = F(F(N).

Dosadime-li R = 3,5 do modelu (3), objevime periodické feSeni o délce 4, podobné&, dosadime-
li R = 3,55 do modelu (3), objevime periodické feseni o délce 8, jak si ¢tenaf muze sdm vyzkouset.
Dynamika dand modelem (3) zacne byt jesté piekvapivéjsi, kdyz dosadime &isla R > 3,570. Jak
si Ctenar sam ovéri, mizeme dostat jednak periodicka feseni, ale také feSeni zcela neperiodicka.
Naptiklad pro R = 4 a po¢ate¢ni podminku No = 50 model (3) dava N1 = 190, No = 615,6, N3 =
946,5, N4 = 202,4, N5 = 645,7, N¢ = 915,1, N7 = 310,8 atd. Tim jsme objevili deterministicky
chaos — neperiodické omezené reseni dané jednoduchym vzoreckem, které velice citlivé zalezi na
podatedni podmince No. Ctenaf si miize jesté chvili experimentovat s rovnici (3) a my se mezitim
vratime k biologii.

Model (1) nam ¥ik4, Zze pocet jedinct v ¢ase t+1 je funkci poétu jedincii v ¢ase t. V nékterych
pripadech muze byt takovy model daleko od reality. Uvazujeme-li napfiklad populaci medveédi,

iii
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pak model (1) ma v sobé zakotven pfedpoklad, Ze populace 100 mladat se bude vyvijet Gplné
stejné jako populace 100 starych medvédi. To je samoziejmé velice zjednoduseny predpoklad.
Abychom dostali vérohodnéjsi popis skutecnosti, je dobré studovat nejen pocet jedincii v popu-
laci, ale také vékové rozlozeni populace.

Abychom si zjednodusili pouzitou matematiku, bude nés zajimat jen pocet samic v populaci.
Navic, abychom si jesté vice zjednodus$ili pouzitou matematiku, budeme pfredpokladat, ze se
samice dozivaji maximélné dvou let (Etenadf si mize jako cvifeni rozmyslet, jak se nase Gvahy
zméni, pokud se samice dozivaji tieba tficeti let). Budeme tedy rozliSovat samice s vékem do
jednoho roku (nula-leté), jejichZz pocet v roce t budeme oznacovat N?, a samice s vékem od
jednoho do dvou let (jedno-leté), jejichz pocet v roce ¢ budeme oznacovat Ntl. Pfi dovrseni dvou
let samice umird. Samice maji potomky v daném obdobi roku (naptiklad na jafe) a vime, Ze
nula-leté samici se v priméru narodi 2 mladé samicky a jedno-leté samici se v primeéru narodi 4
mladé samicky. Pouze 75% nula-letych samic pfezije prvni rok zivota a vSechny samice umiraji
dovrsenim druhého roku zivota. Potom muzeme spocitat pocet nula-letych a jedno-letych samic
v roce t + 1 z poctu nula-letych a jedno-letych samic v roce ¢t podle vzorecku

NP =2N + 4N}, @
N{q = 0,75N7.

Model (4) je ptikladem takzvaného Leslieho modelu. V kazdém piipadé je vyvoj populace jed-
noznaéné dan rovnici (4) a po¢ate¢ni podminkou — uspoiddanou dvojici (N§, N}). Rovnice (4)
nadm potom déva posloupnost uspotradanych dvojic (NJ, N3), (N9, N1), (N?,N3), (N9, ND),
ey (NPUND), -

K tomu, abychom pochopili chovani modelu (4), je dobré nejprve nalézt jisté specialni po-
catecni podminky, které budeme nazyvat vlastnimi vektory modelu (4) a definujeme je takto:
Nenulova pocatecéni podminka (Ng, N&) je vlastnim vektorem, pokud existuje realné cislo A ta-
kové, ze N? = )\Ng a Nl1 = )\N&. Cislo X budeme pak nazyvat vlastnim ¢éislem. Definice vlastniho
vektoru nam rika, ze populace v néasledujicim roce je A-ndsobkem roku predchéazejiciho. Je-li tedy
populace v ¢ase t = 0 rovna vlastnimu vektoru modelu (4), pak pocet jedincii v populaci v case
t mizeme jednoduse spocitat jako N = )\tNg a N} = )\tN&, jak si ¢tenar snadno dokaze mate-
matickou indukci. Vyuzijeme-li tedy piredchazejici definice, pak vSechny vlastni vektory a vlastni
¢isla modelu (4) spliiuji

AN = 2N + 4Ng,
AN§ = 0,75Ng,

coz po malé tpravé dava
(2= NNQ +4N§ =0,

5
0,75N0 — AN¢ = 0. ®)

Uvazujeme-li nyni ¢islo A jako parametr a ¢isla Ng a N(} jako souradnice ve dvou-dimenzional-
nim prostoru, potom dvé rovnice (5) popisuji dvé pfimky prochazejici bodem o soufadnicich
N§ = 0a N} = 0. Usporadana dvojice (N§, N}) = (0,0) je samozfejmé vidy fesenim rovnice
(5). Precteme-li si ovSem pozorné definici vlastniho vektoru, zjistime, ze hleddme nenulovd Feseni
soustavy (5). Takova nenulova Feseni existuji pouze v pfipads, kdyz piimky dané obéma rovni-
cemi jsou totozné, jinymi slovy, kdyZ prvni rovnice v soustavé (5) je ndsobkem druhé. Z tohoto
pozorovani vyplyva, ze vlastni éisla A spliiuji rovnici A(2 — X) 4+ 0,75 - 4 = 0. To je kvadraticka
rovnice, kterd méa dvé feSeni A = 3 a A = —1. Tim jsme objevili, Ze model (4) méa dvé vlastni
cisla.

iv
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Uvazujme nyni vlastni ¢islo A = 3 a spocitejme si pfislusny vlastni vektor. Dosazenim A = 3
do (5) dostaneme jednu rovnici —N§ + 4Nd = 0 pro dvé nezndmé NJ a N}. Takova rovnice
ma samoziejmé nekonené mnoho feseni, ndm bude stacit jen jedno Feseni, napiiklad Ng =4
a N3 = 1. Tim jsme objevili vlastni vektor (N§, N}) = (4,1) piislusejici vlastnimu &islu A = 3.
Zkusme nyni pouzit usporadanou dvojici (Ng, N&) = (4, 1) jako pocate¢ni podminku pro model
(4). Dostaneme posloupnost uspofadanych dvojic (N?, Ni) = (12,3) = (3-4,3), (NY,N2) =
(36,9) = (32 -4,32), (N9, N1) = (108,27) = (3% - 4,33) atd. Obecné tedy v roce ¢ bude mit

populace strukturu N? =3.4a Nt1 = 3%, Tim jsme ovSem nasli vzoredek pro obecny ¢&len
posloupnosti dané modelem (4) pro specialni po¢ate¢ni podminku (NJ, Nd) = (4,1).
Podobné muzeme nalézt vlastni vektor pro vlastni ¢islo A = —1. Dosazenim A = —1 do (5)

dostaneme jednu rovnici 3N8 +4N& = 0 pro dvé neznamé Ng a N&, jejimz jednim FeSenim je na-
pitklad N = 4a N} = —3. Tim jsme objevili vlastni vektor (N§, N}) = (4, —3) piislusejici vlast-
nimu ¢&islu A = —1. Ctenafe by mélo samoziejmé ihned zarazit, Ze vlastni vektor obsahuje zaporné
éislo, proto vlastnimu vektoru (4, —3) nemiizeme dat biologickou interpretaci. Na druhou stranu
bude vlastni vektor (4, —3) spolu s vlastnim vektorem (4, 1) uzite¢nym pomocnym prostiedkem
k pochopeni chovani modelu (4). K tomu bude velice uzite¢né rovnéz néasledujici pozorovéani. Uva-
zujme libovolné dvé realné konstanty C7 a Co a uvazujme pocateéni podminku danou souc¢tem
(Ng, N&) = C1(4,1)+C2(4, —3), coz znamena Ng =C1-4+C2-4a N& = C1—C>-3. Potom je po-
&et nula-letych a jedno-letych samic ¢ase t dan vatahem (N?, N}) = C13%(4,1) +Ca(—1)*(4, —3),
coZ znamena

NP =C138 4+ Co(—=1)' -4 a N} =C13" - Co(-1)"-3. (6)

Vzoredek (6) ¢tenaf snadno nahlédne dosazenim pocéteéni podminky do rovnic (4), pouzitim
vlastnosti vlastnich vektori (4,1) a (4, —3) a vyuzitim matematické indukce. S vyuzitim vztahu
(6) muzeme spocitat pocet jedinci danych modelem (4) pro libovolny ¢as ¢ a pro libovolnou
pocatecéni podminku (Ng7 N&).

Typicka tloha mtize tedy znit takto: Uvazujme populaci obsahujici 8 mladsich samic a 22
starsich samic, ktera se vyviji podle modelu (4). Kolik bude mladsich a starsich samic za sto let?
V tomto ptipadé je po¢ateéni podminka (Ng, N&) = (8,22). Nejprve nalezneme takové konstanty
C1 a Ca, které spliuji (8,22) = C1(4, 1) + C2(4, —3), neboli budeme Ffesit soustavu rovnic

4C1 +4C2 =8,
C1 —3Cy = 22.
Resenim této soustavy rovnic je C1 = 7 a Ca = —5. Vyuzitim vzorce (6) proto dostaneme, Ze

pocet mladsich samic v roce ¢ = 100 je roven N9y; = 7-3100.4 —5.(-1)100.4 =28 .3190 29
a podet starsich samic v roce t = 100 je roven Nijq = 7-3100 +5.(—-1)100.3 = 7.3100 4 15,
Ctenaf si miize sim dokazat, Ze pomér poétu mladsich a starsich samic pro velké t je pfiblizné
. N?

roven 4:1, tzn. lim N_:l =4.

V predchéazejicich odstavcich jsme prezentovali metodu, jejiz pochopeni si muzes otestovat
v ptikladé 1 a kterd nam pro libovolnou pocatecni podminku a pro libovolny cas ¢ da jednoduchy
vypocet poc¢tu mladsich samic N? a starSich samic Ntl. Jedna z véci, ktera by nas méla zarazit,
je, ze pocet jedincii roste s rostoucim ¢asem nade vSechny meze, coz neni pfili§ realistické. Se
zvySujicim se po¢tem organismu roste spotieba zivin, prostoru atd., coz ma v kone¢ném dusledku
za nasledek zpomaleni ristu populace zptisobené vétsi timrtnosti, mensi porodnosti apod. S pro-
blémem premnozeni populace jsme se jiz dfive setkali, kdyz jsme zkoumali rovnici N¢y1 = 2N;.
Tehdy jsem problém vyfesili uvazovanim komplikovanéjsiho modelu (2), ktery obsahoval kvadra-
tickou funkci. Uplné stejné myslenka se d4 uplatnit i zde. Zavedenim vhodnych komplikovanéjsich
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funkci do modelu pak dostaneme omezené Feseni, kterd se budou bud blizit k n&jakému bodu, ¢i
budou oscilovat, nebo odhalime opét deterministicky chaos jako v pfipadé rovnic (3).

Doposud jsme studovali modely ve tvaru (1) a model s vékové strukturovanou populaci (4),
vSechny tyto modely zatim popisovaly jeden zivocisny druh. VétSinou ovSem spolu v prirodé zije
mnoho riznych druhii pohromadé, které spolu soupefi o potravu, o prostor, o preziti. Uvazujme
napriiklad les, ve kterém ziji vlci a zajici, a zjednodusme si situaci tim, ze vlci Zerou jenom zajice
a zajici maji travy vzdycky dost. Pak si mizeme slovné popsat dynamiku tohoto systému takto:
Pokud je v lese hodné zajicli, za¢nou se mnozit vici, nebot maji dost potravy. Tim, ze se zacali
mnozit vlci, zaénou ubyvat zajici. Tim, ze zacali ubyvat zajici, nemaji vlci co Zrat a zacne jejich
pocet klesat. Tim, Ze klesd pocet vlki, zaine zase pfibyvat zajicti, nebot je nema kdo lovit.
Tim, Ze je hodné zajici, za¢ne se opét po Case zvySovat pocet vlka atd. Shrnuto, pocty zajic
a vlkd budou patrné oscilovat. Samozifejmé, ze bychom ted mohli po studiu relevantni biologické
literatury napsat model pro takovy ekosystém a jako spravni matematikové bychom dokézali
odhalit podobné oscilatorni chovani. Na to jiz zde neni misto, ctenafr si mize ovSem sam vysSetfit
jednoduchy model chovani soupeficich druht v prikladé 3. Zde je dynamika mnohem jednodussi
nez v piipadé vlki a zajict a k feSeni prikladu 3 neni potfeba nic vic, nez co jsme si v dneSnim
dile seridlu povédéli. Pokud bys nevédél/a, jak si s piikladem 3 poradit, zvol si néjakou pocatecni
podminku, napi$ si né€kolik prvnich ¢leni posloupnosti a ono Té uz néco napadne.

Zavérem nutno podotknout, Ze jsme se v prvnim dilu seridlu dotkli rozdilnych partii matema-
tiky a zvidavy Ctenaf muze v tomto trendu pokracovat. Od diferenc¢nich rovnic, pevnych bodu a
chaosu je jen krucek k rovnicim diferencidlnim, od Leslieho modelu k maticim a linearni algebre.
Tak vérime, Zze Té naSe povidani bude motivovat k dalsimu samostudiu. V pristim dile seridlu
si predstavime matematiku zcela jinou, nebot zavitdme do mikrosvéta mezi bilkoviny a nukleové
kyseliny.

Matematicka biologie II:
DNA, bilkoviny a embrya

V minulém dile seridlu jsme se zamérili na studium skupin velkého poctu orga-
nisma nebo bunék. Ukézali jsme si priklady a vlastnosti jednoduchych matematic-
kjch modelt vyvoje biologickych spolecenstev. Studovali jsme diferenc¢ni rovnice
tvaru Ne41 = f(Ne), které ndm déavaly zavislost velikosti populace v roce ¢+ 1 na ve-
likosti populace v roce t. Jednim z prirozenych pokracovani naseho seriadlu by proto
mohlo byt detailnéjsi studium vlastnosti diferen¢nich rovnic. My nezvolime tento
postup, nebot nechceme psat seridl o diferen¢nich rovnicich, ale chceme ukdzat
Ctenafi rizné oblasti biologie, které vyzaduji pomocnou ruku matematiky. Dluzno
také podotknout, Ze diferenéni rovnice nebyvaji tim nejc¢astéjsim nastrojem ke
studiu otazek polozenych v minulém dile seridlu. Vétsi popularitu maji takzvané
(obycejné, parcidlni, ¢ stochastické) diferencidlni rovnice nebo razné typy podcita-
¢ovych simulaci. To bychom se ale jiz dostavali prili§ daleko od stfedoskolského
uciva. Nam slo o vysvétleni zakladnich myslenek matematického studia populaci
organismi a k tomu byly z pedagogického hlediska diferen¢ni rovnice nejvhodnéjsi.
Dnes vSak ponechdme populace stranou a zabrouzdédme do tplné jiné oblasti bi-
ologie. Budeme si povidat o DNA, bilkovindch a jejich tloze v genetice, vyvoji
embryi, evoluci a mediciné. Zacnéme trochou biologie.
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V roce 1953 rozlustili Watson a Crick strukturu molekuly DNA, nositelky gene-
tické informace, a svym vyzkumem (za ktery obdrzeli v roce 1962 Nobelovu cenu)
otevieli dvefe k dalsim pfevratnym objevim. Po padesati letech vSe vyustilo az
k precteni lidského genetické kédu, lidského genomu, ktery v roce 2001 publiko-
valy hned dva velké védecké tymy. Rozlusténi lidského genomu (rozuméj stanoveni
presné posloupnosti t¥i miliard zdkladnich kament nukleové kyseliny DNA obsaze-
né v lidské buitice) ndm do budoucna otevird netusené moznosti v diagnostikovani,
prevenci a 1é¢bé nemoci. V neposledni fadé i matematika ma k vyzkumu genomu
co Fci. Abychom si to osvétlili, pojdme se nyni podivat, jakou informaci ndm
biologie dava.

Nukleové kyseliny (DNA a RNA) jsou spolecné s bilkovinami jedny z nejvyz-
namnéjsich slozek bunék. V molekuldch DNA je ulozena dédi¢né informace bunky.
Vznikaji propojovanim velkého poctu zédkladnich chemickych kamenti, tzv. nukle-
otidid. Zjednodusené feceno, miizeme si deoxyribonukleovou kyselinu (DNA) pied-
stavit jako dlouhé slovo slozené ze ¢tyt pismen A,C,T,G. Ta pismena odpovidaji
za¢inajicim pismendim nézvi piislusnych nukleosidd (adenosin(A), guanosin(G),
cytidin(C) a thymidin(T)), ze kterych se dand DNA molekula skldd4. Odhlédneme-
li od chemické struktury DNA, muZeme si tedy genetickou informaci obsaZenou
v DNA zapsat jako dlouhy sled pismen

... GACGGTGCTGTATTAGCAGCAGTCAATATA ... (1)

Pomoci takto zakédované informace je burika schopna sestavovat proteiny (Cesky
se také nazyvaji bilkoviny). ZjednoduSené feceno, nukleové kyseliny obstardvaji
veskeré fizeni biologickych systémii a jsou zodpovédny za predavani genetické in-
formace z generace na generaci. Pro zivot neméné dulezité makromolekularni latky
jsou bilkoviny sestavené pomoci informace obsazené v DNA.

Zhruba Feceno, zatimco DNA mé moc Fidit, maji proteiny veskerou vykonnou
moc. Proteiny totiZ nesou ve své struktuie informace pro velkou fadu biologickych
procesi, jako je transport latek a jejich chemické premény, fizeni rychlosti déju
probihajicich v bunkach atd. Zakladnim stavebnim kamenem proteinti jsou tzv.
aminokyseliny. O aminokyselinach jsi mozna jiz slySel a nebo uslysis v hodinach
chemie. Z biologickych systémi jich bylo izolovano né€kolik set, nékteré se vyskytuji
je dvacet, ze kterych jsou zbudovany molekuly viech bilkovin na této planeté. Ri-
kéme jim kddované aminokyseliny a nazyvaji se napt. glycin (zkratka Gly), alanin
(Ala), valin (Val), argynin (Arg) atd. Abychom se pomalu dostali k matematice,
mizeme si velmi zjednoduSené predstavit protein jako dlouhou posloupnost sesta-
venou z rizné se opakujicich dvaceti zdkladnich jednotek, napriklad

... -Asp-Gly-Ala-Val-Leu-Ala-Ala-Val- ... (2)
kde Asp, Gly, Ala, Val, Leu atd. jsou symboly pro nékterou z kédovanych ami-
nokyselin. Vlastnosti a funkci bilkoviny uréuje v prvni fadé poradi aminokyselin

dané v posloupnosti (2). Na zdkladé chemickych vlastnosti téchto aminokyselin
a okolniho prostiedi zaujme protein (2) svou prostorovou strukturu. Zkratka rizné
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aminokyseliny se maji rizné rady, a tak fetézec aminokyselin zaujme takové prosto-
rové uspoiradani, ze to vSem nejvice vyhovuje. Zalezi samoziejmeé i na vlastnostech
okolniho prostredi. Vysledny prostorovy tvar molekuly bilkoviny pak urcuje jeji
funkci.

Piechod od Fetézce typu (2) k prostorové struktuie a posléze k funkci vysledné
bilkoviny je proces vyznamny, velmi studovany a matematické modelovani vyza-
dujici. My se jim ale zde nebudeme zabyvat, nebot bychom museli jit do vétsich
biochemickych detailti a zahy bychom opustili stfedoskolské ucivo. Zaméfime se
misto toho na pfechod od DNA dané ve tvaru (1) k posloupnosti aminokyselin
danych (2). Tento proces je schematicky zndzornén v nasledujicim obréazku.

prepis preklad _
DNA —— RNA ——> protein

Nejprve se informace obsazend v DNA prepise do RNA. RNA je také nukleova
kyselina s vyznamnymi biologickymi vlastnostmi. Nam bude stacit védét, ze infor-
maci obsazenou v RNA si muZzeme opét predstavit jako posloupnost ¢tyf razné se
opakujicich pismen ve tvaru (1), kde pismeno T je nahrazeno pismenem U (thy-
midin je nahrazen jingm nukleosidem nazyvanym uridin). Pfepis tedy s informaci
obsaZenou v fetézci (1) neudéld nic pfevratného. Druhym procesem je pteklad,
ktery na zékladé fetézce RNA vytvoii posloupnost aminokyselin (2).

Jak vSak mize burika jednoznac¢né z posloupnosti tvofené ¢tyfmi zdkladnimi ka-
meny (1) vytvofit posloupnost opakujicich se 20-ti zdkladnich kament? Za timto
ucelem cte prekladaci mechanismus pismena v RNA molekule po trojicich. Napfti-
klad, kdyz RNA obsahuje posloupnost nasledujicich dvanécti pismen
... ACGAAUGCACCG ..., rozdéli si pomyslné buiika tato slova na trojice ACG,
AAU, GCA, CCG. Pak se podiva do tabulky genetického kédu a zjisti, Ze trojici
ACG odpovida aminokyselina prolin (Pro), trojici AAU odpovidé aminokyselina
tyrosin (Tyr), trojici GCA odpovida aminokyselina serin (Ser) a trojici CCG od-
povidé zase aminokyselina prolin (Pro). Vysledny tsek v proteinu proto zni ...
-Pro-Tyr-Ser-Pro- ...

Ze ¢tyt pismen A,C,G,U muZeme vytvorit celkem 43 = 64 trojic, proto ma burika
dostatek moznosti k zakddovani vSech dvaceti kédovanych aminokyselin. Mnoho
aminokyselin je kédovano vice trojicemi a nékteré ze 64 trojic také znamenaji
konec ¢teni RNA. O tom, jaké mé prekladaci mechanismus z RNA do proteinu
dtisledky, si ¢tenaF muze popremyslet pfi feSeni ¢tvrtého prikladu. Podotknéme,
ze zvidavy C¢tenaf muze geneticky kdd, tj. prekladovou tabulku, ktera fika, jaka
aminokyselina odpovida dané trojici pismenek v RNA, nalézt v béZnych uc¢ebnicich
biochemie. Tuto tabulku ani jiné biologické detaily vSak ¢tendf k reseni ptrikladu
4 nepotrebuje, vystaci si jen se stfedoskolskym kombinatorickym uvazovanim.

Je zajimavé podotknout, Ze vynechani jednoho pismenka z posloupnosti RNA
mize vést k uplné jiné vysledné posloupnosti aminokyselin. Naptiklad dfive zmi-
néna posloupnost ... ACGAAUGCACCG ... po vynechani prvniho pismenka
A vede k posloupnosti ... CGAAUGCACCG ..., ktera pfi ¢teni po trojicich dava
CGA, AUG, CAGC, ..., které kéduji aminokyseliny po fadé argynin (Arg), methi-
onin (Met) a histidin (His). Tedy vysledny tisek v proteinu po vynechani jednoho
pismenka v RNA zni - Arg-Met-His, coz je iplné jiny vysledek nez ... -Pro-Tyr-Ser-
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Pro- ..., ktery jsme obdrzZeli prve. Ackoliv tato vlastnost vypadé jako nevyhoda,
proti které musi mit bunka kontrolni mechanismy, vyuzivaji zminénou vlastnost
ke svému uzitku nékteré viry, které pomoci jedné posloupnosti DNA nebo RNA
dokazi kédovat vice proteint.

Genom obsahuje dvé velmi dilezité informace — geny, které kéduji proteiny, jak
jsme popsali vySe. Druhou informaci jsou regula¢ni mechanismy (anglicky gene
regulatory networks) které fikaji kdy, kde a jak mnoho bilkovin dany gen pro-
dukuje. To je samozfejmé velmi dtlezitéa informace, nebotf vétsina bunék lidského
téla obsahuje stejnou genetickou informaci. Uvazujme geny, které nesou informaci
k tvorbé prsti na lidské ruce. Je naprosto zadouci, aby se tyto geny piekladaly
u bunék na spravném misté (tj. na ruce), ve spravném case (tj. v daném oka-
mziku embryonického vyvoje) a ve spravné intenzité (tj. aby cely proces nakonec
vedl k péti normdalné vypadajicim prstim na lidské ruce). Selhani kontrolnich me-
chanismi vede pfi embryonickém vyvoji k velmi smutnym abnormalitAm mnohdy
neslucitelnym se zivotem, u dospélého clovéka k rakoviné.

Abychom si vysvétlili, jak to vSechno funguje, uvazujme gen produkujici protein
B. Zjednodusené feéeno, tento gen miize existovat ve dvou stavech. Bud je zapnut
a protein B je produkovan (stav 1), nebo je vypnut a protein se nepfeklada (stav
0). Stav genu je ovSem kontrolovan dalsimi proteiny. Na ndsledujicim obrazku
predpokladame, Ze prepis informace z genu je ovliviiovan proteinem oznacenym
A. Zhruba feCeno, pokud je protein A navazany k DNA, tak se prekladani genu
vypne, v opa¢ném piipadé je protein B produkovan.

01 ﬂ
T P @

| | gen zapnut | | | gen zapnut |

00 10/ 4
(A)
(A] (A]

[ | genvyprut | | [ genvypnut |

Rozlisme tedy ¢tyti stavy systému podle toho, zda-li je pfitomen protein A, protein
B, Zadny protein, ¢i oba dva.! Tyto stavy jsou dany schematicky na pfedchéze-

1Poznamenejme, ze tento model neuvazuje, kolik pfesné molekul proteinu je v systému. Zkrat-
ka, pokud je dost molekul daného proteinu v systému, oznacujeme jeho stav jako 1, a pokud jich
je zanedbatelné mnozstvi, pak stav systému oznac¢ime jako 0. To poznamenavame proto, aby
Ctenafre nemaétlo, ze i ve stavu 00 mame na obrazku jednu molekulu proteinu A. Slovy ,protein
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jicim obrazku. Stav 00 znamend, Ze neni pfitomen ani jeden protein (zde prvni
¢islice popisuje stav proteinu A a druhd ¢islice popisuje stav proteinu B). Stav
10 znamend, Ze je pritomen protein A, ale neni produkovan protein B. Stav 01
znamena, Ze neni pritomen protein A a je produkovan protein B a konecné stav
11 znagdi, ze oba dva proteiny jsou v systému.

Jak jsme jiz poznamenali, je velmi dtlezité pochopit, jak zapinani a vypinani
riznych genu zavisi na ¢ase. Pro jednoduchost budeme stejné jako v minulém dile
seridlu popisovat ¢asovou proménnou v diskrétnich casovych krocich. To znamena,
7e budeme udavat vyvoj systému v Case t + 1 na zakladé vyvoje systému v case t,
kde ¢ € N, jako v nésledujici tabulce:

stav systému v Case ¢ 00 01 10 11
stav B v Case t + 1 1 1 0 0

Piedchazejici tabulka ndm davd moZnost spoditat stav genu/proteinu B v case
t+1 ze stavu v case t. Tabulka jenom v matematické terminologii shrnula, co by
¢lovek oc¢ekaval. Pokud v predchézejicim ¢ase nebyl pfitomen protein A, pak se gen
B preklada a protein B produkuje. Naopak, pokud v ¢ase t byl pfitomen protein
A, pak je v nasledujicim ¢ase gen B vypnut a protein se nepieklada. Vidime tedy,
7e koncentrace proteinu B zavisi jen na koncentraci proteinu A v pfedchazejicim
casovém kroku. Tj., vSe mizeme schématicky vyjadfit pomoci nasledujiciho grafu:

(W —(

V tomto grafu kole¢ko znamend pfislusny gen/RNA /protein a Sipka interakei, tj.
ze stav B je ovlivnén pfitomnosti A v systému. Toto ovlivnéni miZe byt pozi-
tivni (pfitomnost A zvySuje produkci proteinu B), nebo negativni (jako v nasem
pripadé).

K popséani systému nyni jesté potiebujeme udat, jak se méni stav A v case.
Protein A je samoziejmé produkovan prislusnym genem a tato produkce musi
byt rovnéz kontrolovana ostatnimi proteiny. Pokud predpokladame, Ze stav A je
ovlivnén stavem B tplné stejnym zptsobem jako B je ovlivnéno A, mizeme tuto
interakci popsat schématicky obrazkem

OF=40)

a tabulka vyvoje systému bude dana

stav v Case t 00 01 10 11
stav v ¢ase t + 1 11 01 10 00

Oprostme se nyni od biologie a podivejme se na vyvoj systému z matematického
hlediska. Zac¢neme-li v Case t = 0 se stavem rovnym 01, bude stav roven 01 pro

je pritomen v systému“ zkratka rozuméj vzdy nezanedbatelné mnozstvi.
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vS8echny néasledujici ¢asy. Takové neménné chovani systému jsme v prvnim dile
seridlu nazyvali pevnym bodem a tuto pocateéni podminku budeme nazyvat pev-
nym bodem i zde. Na druhou stranu, zacneme-li s pocateéni podminkou rovnou
00, bude stav systému v nésledujicich ¢asech roven 11, 00, 11, 00. Tj. objevili jsme
tzv. cyklus délky 2.

Zkusme nyni trochu abstrahovat. Komponenty systému, af uz to byly geny, ¢i
proteiny, jsme popisovali pomoci kolecek a interakce pomoci Sipek. Matematikové
vétsinou takové struktury nazyvaji grafy. Potom kolecktim fikaji vrcholy a Sipkdm
hrany. Pfedchozi systém mél tedy dva vrcholy a jeho stav byl popsan uspofadanou
dvojici ¢isel 0 nebo 1. Uvazujme nyni graf o vice vrcholech, pfikladem miize byt
nasledujici graf o deseti vrcholech.

@ ®
/ NN
®© O ©—©

NN/
®—® — 0

Uvazujeme-li jako dfive, ze kazdy vrchol muze byt jen v jednom ze stavi 0 nebo
1, bude cely systém popsan uspotfaddanou posloupnosti nul a jednic¢ek o délce 10.
Takovych posloupnosti je celkem 2'° = 1024. To ovSem znamené, ze tabulka po-
pisujici vyvoj systému, kterd by nam dévala stav v case t + 1 na zakladé znalosti
stavu systému v Case t, by musela obsahovat 1024 sloupecki.

Takovou tabulkou zde nebudeme plytvat misto, nebot mizeme vyvoj systému
popsat i jednoduseji a prehlednéji. Nas graf je totiz ptrikladem specialniho typu
grafi, kde do kazdého vrcholu vstupuje jen jedna hrana. Napiiklad do vrcholu
D vstupuje jen hrana z C, proto chovani vrcholu D muze byt podle jednoho z téchto
Ctyt pravidel.

nazev pravidla stav D v Case t + 1, stav D v CGase t + 1,
pro D v Case t +1 kdyz je stav C v Case t kdyz je stav C v Case t
roven 0 roven 1
Identita 0 1
Inverze 1 0
Nula 0 0
Jedna 1 1

Pravidlo Identita nerika nic jiného, nez Ze hodnota stavu D je rovna hodnoté
stavu C v predchézejicim ¢asovém okamziku. Inverze naopak zméni vstupni hod-
notu z nuly na jednicku a naopak. Pravidla Nula a Jedna vstup tplné ignoruji
a vzdy zvoli jako stav stejné ¢islo. To ovSem neznamend nic jiného, nez Ze hrana
v grafu je celkem nadbytecna, nebot nepopisuje zddnou interakei.

Kdyz nyni zadame, jak graf vypadd, a zadame-li rovnéz pro kazdy z vrchold
néjaké z pravidel Identita, Inverze, Nula nebo Jedna, je casovy vyvoj stavu systému

xi



BDL  Koresponden¢ni seminai, KAM MFF UK, Malostranské namésti 25, 11800 Praha 1 X

jednoznacné dan. Uvazujme napiiklad nésledujici graf o Sesti vrcholech.

\ /
®—0

To je opét graf, ve kterém kazdy vrchol ma jen jediny vstup. Zvolme napiiklad
tato pravidla pro vrcholy: pravidlo Nula pro vrchol A, pravidlo Inverze pro vrchol
B, pravidlo Identita pro C, pravidlo Nula pro D a pravidlo Identita pro vrcholy
E a F. Zvolme po¢ateéni stav systému jako uspotrddanou Sestici 111111 (zde prvni
¢islo zna¢i hodnotu ve vrcholu A, druhé hodnotu ve vrcholu B atd.). Pak stavy
systému v nésledujicich casovych krocich jsou 001011, 010001, 011000, 011000,
011000, ... Vidime, Ze se stav systému po chvili ustali na jednom pevném bodé.
Zde muzeme vidét nddhernou analogii s matematickymi vlastnostmi diferenc¢nich
rovnic, kde jsme také vidéli, ze se feSeni systému miize blizit k néjakému pevnému

bodu.

Uvazujme nyni tentyz Sestithelnikovy graf, ale zvolme jina pravidla pro vrcholy.
Napriklad zvolme pravidlo Identita pro vrcholy A, C, E a pravidlo Inverze pro
vrcholy B, D, F. Zvolme stejnou pocateéni podminku jako prve, tj. pocatecni stav
systému je 111111. Potom stav systému v néasledujicich c¢asech je roven 101010,
000000, 010101, 111111, 101010, 000000, 010101, 111111, ... Objevili jsme tudiz
periodické feseni s periodou délky ¢tyii, tj. cyklus délky 4. Ctenaf si opét miize
vSimnout zajimavé analogie s periodickymi feSenimi diferenc¢nich rovnic, ktera jsme
objevili v prvni ¢asti seridlu.

Modely plné nul a jednicek, které jsme doposud studovali, se nazyvaji booleovské
modely (anglicky boolean networks). Neni zase pfili§ obtiZzné pokracovat v jejich
analyze. To si mizes ostatné sam vyzkouset pri feseni prikladi 5 a 6 seridlové
série. Nic vic nez stfedoskolské znalosti k jejich feseni neni potieba.

Jeden by samoziejmé mohl namitnout, jakou pouzitelnost maji modely zaloze-
né jen na nuldch a jednickach. Krasnym prikladem je modelovani vyvoje embrya
mouchy Drosophila melanogaster. To je muska, kterd neporadnym studenttim na
kolejich bézné vyléta z nevynesenych odpadkovych kost a kterou National Institu-
tes of Health zvolil za jeden z modelovych systémii pro biologickych vyzkum. Jeji
obrazek nasleduje.
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