
Matematiká logika (povídání k 6. sérii)Hlavním pøedmìtem studia matematiké logiky je obený pohled na matematiké teorie.Ka¾dá teorie má svùj jazyk a své axiomy. Jazykem se myslí seznam v¹eh povolenýh sym-bolù (relaèníh, funkèníh, konstant a operaí), axiomy jsou nìjaká tvrzení, která prohlásímeza pravdivá. Cheme-li nìo v takové teorii dokázat, vyházíme z axiomù a logikým postupemse sna¾íme dobrat k dokazovanému tvrzení. Samozøejmì, budujeme-li takto rozsáhlej¹í teorii,mù¾eme vyházet i z døíve dokázanýh tvrzení.Uvedu zde pøíklad teorie uspoøádání s nejmen¹ím prvkem (TUSNP). Jazyk obsahuje relaènísymboly 4, = a konstantu ?. Axiomy této teorie jsou následujíí:(1) a 4 a(2) a 4 b & b 4 a ) a = b(3) a 4 b & b 4  ) a 4 (4) ? 4 aSouèástí ka¾dého jazyka jsou samozøejmì také názvy promìnnýh (x, y, atd.) a logiké spojky( & znaèí þaÿ, _ znaèí þneboÿ, : znaèí negai) a kvanti�kátory. Pokud jsou v nìjakém axiomuèi tvrzení nekvanti�kované promìnné, tvrzení platí pro v¹ehny takové x; y; : : : (napø. axiom (1)(8a) a 4 a, axiom (3) (8a) (8b) (8) � � � ).Mezi tìmito axiomy hybí popis relae = (resp. 6=). Tyto dva relaèní symboly se vyskytujív ka¾dé rozumné matematiké teorii, a proto jejih pøítomnost budeme v¾dy pøedpokládat s tím,¾e pro nì budou platit v¹ehny vlastnosti, na které jsme intuitivnì zvyklí. Formálnì vzato, jazykka¾dé teorie bude obsahovat relaèní symboly =; 6= a axiomy budou doplnìny o následujíí:(1) x = x(2) x = y ) (8a) (a � x , a � y) & (x � a , y � a) pro lib. relaèní symbol �(3) x = y ) F (x) = F (y) pro libovolný funkèní symbol F(4) x = y ) (8a) (a � x = a � y) & (x � a = y � a) pro libovolnou operai �(5) x 6= y () : x = yPopis matematiké teorie je vlastnì soupisem vlastností, které by mìl mít popisovaný objekt.Dá se dokázat, ¾e pokud z axiomù nelze dokázat spor, pak existuje nìjaká struktura, pro kteroujsou axiomy splnìny. Nazývá se model. Modelem tedy myslíme neprázdnou mno¾inu M , nakteré jsou de�novány konstanty, funke, operae a relae odpovídajíí symbolùm jazyka tak, ¾epro nì platí axiomy. Je jasné, ¾e modelù jedné teorie mù¾e být víe a ¾e se mohou navzájem dostli¹it.Zde je pøíklad dvou modelù TUSNP (modelem této teorie je libovolná uspoøádaná mno¾inas nejmen¹ím prvkem).I) Pøirozená èísla. Neh» M = f0; 1; 2; : : : g, ? = 0, a 4 b , a � b. Je vidìt, ¾e axiomy jsoupro takto de�nované symboly splnìny.II) Systém podmno¾in. Neh» X je nìjaká mno¾ina a M je systém v¹eh jejíh podmno¾in.Neh» ? = ; a a 4 b , a � b. Pak jsou splnìny axiomy, nebo» pro A;B;C � X(1) A � A zjevnì.(2) A � B & B � A ) A = B také platí.1 Typeset by AMS-TEX



A Korespondenèní semináø, KMAMFFUK, Sokolovská 83, 186 75 Praha 8 { Karlín A(3) A � B & B � C ) A � C je rovnì¾ zøejmé.(4) ; � A samozøejmì také.Tento dùkaz je dosti jednoduhý, v¾dy tomu tak zdaleka nebude.V úloháh po vás zpravidla budeme htít, abyste zjistili, zda dané tvrzení v dané teorii platí.Mù¾e se vám povést dokázat, ¾e platí, nebo se vám mù¾e povést dokázat negai (tzn. ¾e neplatí),ale také se vám nemusí povést ani jedno. Ne v¾dy je hyba na va¹í stranì. Pokud jsou axiomypøíli¹ slabé, tvrzení nejde ani dokázat, ani vyvrátit (øíkáme, ¾e je nerozhodnutelné). To mù¾ebýt také správná odpovìï, ale musíte ji dokázat. Jedna z metod, pro vás asi nejlep¹í, je sestrojenídvou modelù dotyèné teorie, pøièem¾ v jednom bude pøíslu¹né tvrzení pravdivé, kde¾to v druhémnikoliv. Pokud takové modely sestrojíte, nemù¾ete samozøejmì z axiomù dotyèné tvrzení dokázatani vyvrátit, nebo» byste v jednom z tìhto modelù dostali spor.Pøíklad: Zjistìte, zda v TUSNP platí (a 4 b _ b 4 a).Øe¹ení: Toto tvrzení je (jak jinak) nerozhodnutelné. Vezmìme model I. V nìm je toto tvrzenírealizováno jako (8a 2M) (8b 2M) (a � b _ b � a): To je ale zjevnì pravda.Teï si vezmìme model II. Zde toto tvrzení znamená (8A � X) (8B � X) (A � B _ B � A):To rozhodnì neplatí, pokud je mno¾ina X alespoò dvouprvková. Tak¾e dotyèné tvrzení nenímo¾né z danýh axiomù dokázat ani vyvrátit.Pokud stále je¹tì pøíli¹ nerozumíte tomu, o se po vás he, nezoufejte! Zde je to v¹e vezkrate:þZjistìte, zda v této teorii platí ÿ znamená provedení jedné z tìhto variant:(1) Doka¾te, ¾e pokud platí axiomy, pak platí dokazované tvrzení.(2) Doka¾te, ¾e pokud platí axiomy, pak platí negae dokazovaného tvrzení.(3) Sestrojte model této teorie takový, ¾e v nìm platí dokazované tvrzení a sestrojte modeltéto teorie takový, ¾e v nìm neplatí dokazované tvrzení.þSestrojte modelÿ znamená nalezení takové mno¾iny a konstant, funkí, operaí a relaí naní, ¾e platí axiomy.Upozornìní 1: Dokazujete-li nìjaké tvrzení, nepova¾ujte za známé ni, ne¾ dané axiomy.Dokazujte peèlivì i zdánlivé triviality, uvidíte, ¾e ne v¾dy je dùkaz od pohledu jasnýh tvrzeníjednoduhý.Upozornìní 2: Pøedhozí upozornìní neplatí pro konstruki modelù. Pøi ní se øiïte stejnýmipokyny jako v ka¾dé jiné sérii.Nenehte se odradit zdánlivou hrùzostra¹ností pøíkladù. Ve skuteènosti nejsou nijak slo¾ité,lekdy je zadání del¹í ne¾ øe¹ení. Tato série by vás mìla nauèit abstraktnímu my¹lení. V pokroèi-lej¹íh partiíh matematiky obèas jakékoliv pøedstavy selhávají a nastupuje práe s abstraktnímisymboly podle jakýhsi pravidel. Chtìl jsem vám tento poit þopravdovýh matematikùÿ zpro-støedkovat. Pøi øe¹ení si vyzkou¹ejte rùzné dùkazové tehniky (deduki, induki, dùkaz sporem,aj.).Hezké hvíle s mými pøíklady vám pøeje David2


