Logika, diikazy, argumentace

| Honzik Varihara

Kazdy priklad, ktery potkate, kazda véta, kterou vidite, vSechno v matematice je
postavené na principu exaktniho dokazovani. Je to pfimo zéklad matematiky, a
jako diim musi stat na pevnych zakladech, tak i matematika je potfebuje mit co
nejpevndjsi. At se jednd o celou matematiku, anebo va$ maly priklad, ktery resite
do PraSatka.

Na dGvod par definic

Definice. (Vyrok) Vyrokem nazveme kazdé tvrzeni, jemuz lze (v principu) jed-
noznac¢né priradit pravdivostni hodnotu.

Definice. (Vyrokova formule)  Vyrokovou formuli nazveme vyrok zivisly na
jedné ¢i vice proménnych.

Definice. (Konjunkce) Jsou ddny vyroky A, B. Vyrok C zni: | A je pravdivy a
zaroven B je pravdivy.“. Pak C' nazveme konjunkci A a B a znac¢ime C' = A\ B.

Definice. (Disjunkce) Jsou dény vyroky A, B. Vyrok C zni: ,A je pravdivy
nebo B je pravdivy.“. Pak C nazveme disjunkci A a B a znac¢ime C' = AV B.

Definice. (Negace) Necht V' je vyrok a vyrok W zni: , Neplati vyrok V.“, pak
W nazveme negaci vyroku V a zna¢ime W =V,

Definice. (Kvantifikdtory) Necht X je mnozina a V vyrokové formule. Vyrok
, Pro kazdé x € X plati V(z)“ budeme symbolicky zapisovat jako (Vx € X): V(z).
Vyrok , Existuje x € X takové, Ze plati V (x)“ zapiSeme jako (3x € X): V (x).

Priklady.

(i) Vyrok: Nebe je modré.
(ii) Vyrokova formule: n € N je sudé ¢islo.
(iii) Konjunkce: Pepa je kluk a 7 je prvodislo.
(iv) Disjunkce: T. A. Edison vymyslel zérovku nebo Eva s Vagkem vyhrali loni
slavika.
(v) Negace: Neni pravda, ze 12 je prvodislo.
(vi) VsSechnitko: Pro vSechna x € R plati z - 0 = 0.
(vii) Existitko: Existuje aspon jedno n € N takové, ze n? = 1.

Priklad. Znegujte nasledujici vyroky a zamyslete se, zda plati:
(i) Kazdé prvoéislo je liché.
(ii) (Vr € R)(Ty € R):22 > 4.
(iii) (3n € N)(Vm € N):n 4+ mje sudé.
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(iv) (Yn € N)(3m € N):n + mje sudé.

v) Va e R)(Vb e R)(Fc € R):a+b+c=0.
(vi) (3p € Z)(Vq € Z)(Vr € Z): pgr = 0.
(vil) (Vz e R,z #0)(Jy € R):ay = 1.

Priklad. Pfepiste néasledujici vyroky pomoci kvantifikatorti, znegujte je a roz-
hodnéte, zda plati:
(1) Kazdé sudé &islo 1ze zapsat jako soucet dvou lichjch ¢isel.
(ii) Kdykoliv jsou = a y dvé rizna redlnd ¢isla, pak jedno z nich je vétsi nez
druhé.
(iii) Souétem dvou sudych éisel je sudé ¢islo (muzete pouzit znaceni a | b, které
¢teme ,a déli b*).
(iv) Kazdé piirozené éislo lze zapsat jako soucet ¢tyf druhych mocnin celych
Cisel.
(v) Pfirozené éislo mize mit libovolny pocet déliteld.

Formalni dukazy
Priklad. Dokazte tvrzeni (Vz € R)(Jy € R):z > y.

Reseni. Zvolme x € R libovolné. Polozme y :=z — 1. Pakplatiz >z -1 =y a
jsme tedy hotovi.

Piiklad. Dokazte tvrzeni (Ip € Z)(Vq € Z)(Vr € Z): pgr = 0.

Reseni. Ukazeme, 7e nula ma onu vlastnost. Bud tedy p = 0 € Z. Dale bud q € Z
libovolné a r € Z libovolné. Pak plati pgr = 0 - gr = 0 a dikaz je hotov!

Priklad. U nésledujicich tvrzeni rozhodnéte, zda plati, a podle toho formélné
dokazte bud vyrok, nebo jeho negaci.

(i) (Vk sudé)(Im,n liché): k = m + n.

(
(ii) (In € N)(Vm € N):n + m je sudé.
(i) (Va € R)(Fb e R)(Ve e R):a+b+c=0.
(iv) (Vy € R,y # 0)(I < R):zy # y*
(v) (Vz € R)(3y € R): 2% > 3y + .
(vi) Vz,y e Rz #y)(Fz €eR): (z —2)(2 —y) < 0.

Pfiklad. (Opravdovy! I.)  Frso se prochazi po slovenskych lesich, ale bohuZel
ztratil mapu. Padl uz vecer a on by chtél zakempovat nékde na louce mimo les.
Jenze bez mapy smér nenajde, ale jesté si pamatuje, Ze les mél plochu Skm? a
nemé diry. Dokazte, ze Frsovi staci ujit 2¢/7S km, aby se dostal z lesa.

Priklad. (Opravdovy! II.) Méme zahradu 4 x 4 poli¢ka a chceme si na ni vysadit
nékolik stromkt. Jenze tuto zahradu nam zavidi vandalové a jakmile skoncime
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vysazovani, tak prijdou a vykaci ndm vsechny stromy ve dvou fadcich a ve dvou
sloupcich. Kolik nejméné stromkti musime vysazet, aby nam po najezdu vandalt
aspot jeden zbyl?

Je to vse?

Posledni, ale nedilezitéjsi ¢asti mého prispévku je, jak vlastné poznat, Ze je vas
dfikaz spravny. Casem si na to vyrobite ten spravny ¢ich, ale pro zac¢atek vam dam
par rad:

(1) VSechny objekty (proménné, body, ... ), které nejsou zavedeny v zadéni,
musite fadné definovat!

(2) Poradné si projit feSeni a hledat, zda u kazdého vyroku neexistuje bo¢ni
FeSeni ¢i cesta, kterou jste zapomnéli oduvodnit!

(3) To samé plati u kazdé rovnice ¢i kazdé proménné!

(4) Bylo vSechno ekvivalentni nebo pfipustné pro kazdy objekt vaseho pfi-
kladu?

(5) Neni jesté potfeba u nééeho zkouska?
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