Serial: — Lobacevského geometrie, 1.¢ast

» ... muzZe T€ to pripravit o vSechen Twij ¢as, o Twvoje zdravi, o Tvuj klid

a vSechno Twoje Zivotni §tésti. Tato propastnd temnota by mohla pohltit i tisice
obrovitych Newtoni a nikdy nebude svétlo na Zemi.“

Farka$ Bolyai?

Snad kazdy z Vas uz nékdy slySel, ze to byl Eukleides®, kterj pravdépodobné jako prvni
zformuloval systém ¢trnécti axiomi (z nichZ pét nazval postuldty) geometrie ve svych Zakladech.
Z pohledu dne$ni matematiky to byl systém znaéné netplny, nicméné zustal jako vychodisko i
pro dnes$ni geometrii. A moZna vite i o bouflivych diskuzich, které vyvolal tzv. 5. Eukleiduv
postulat.? Eukleides sviij slavny postuldt formuloval takto: , Dvé pfimky v roviné, které protinaji
jinou primku této roviny a tvori s ni po jedné strané vnitini dhly, jejichZ soucet je mensi dvou
pravych, se vZdy protinaji, a to po té€ strané primky, kde je soucet mensi.“ Jen pro zajimavost,
dalsi postuldty chtéji, aby kazdy bod se dal s kazdym jinym spojit pfimkou; kazdou utsecku
bylo moZno neomezené prodlouZit; kolem kazdého bodu bylo mozno opsat kruZnici libovolného
nez ty ostatni, kdyZ se nad nim ale zamyslite, zjistite, Ze nefikd nic jiného neZ to, Ze k dané pfimce
a bodu mimo ni existuje pouze jedna rovnobézka, kterd tim bodem prochézi. Pravé jeho relativni
sloZitost vedla matematiky k tomu, Ze se ho snazili dokazat.

Co se tye axiomu, tak to jsou prakticky axiomy aritmetiky typu ,poku a = b,b = ¢ pak
a = c.“ Je vidét, Ze vSechny tyto axiomy a postuldty jsou v jistém smyslu rozumné,® aviak
formdlné vzato, nefikaji zatim témér nic, protoZze my z nich nevime, o ¢em vlastné vypovidaji.
Asi si Feknete, co to je za nesmysl, kazdy pfece vi, co je to bod, pfimka, kruZnice, atd. A to

1Varovéni redaktora: Tento text je plny historickych pozndmek a zajimavych souvislosti, proto
Ti na nékterych mistech nemusi pfipadat pfili§ srozumitelny. Nenech se proto odradit tim, Ze
nékteré odstavce nepochopi$ ani po nekolikidtém Cteni. Autor text zlasti napsal tak, Ze nékteré
paséaZe nejsou pro zafatecnika piilis jasné. (To je drobnd nevyhoda toho, kdyZ autor vi, o éem
piSe.) VéFime, Ze ta podstatnd matematickd informace, kterd je potfeba k Feseni pfikladd seridlu,
se z textu da vydist. Dalsi dily budou vice o matematice, a tim snad i lépe stravitelné.

2Farka3 (Wolgang) Bolyai (1775-1856), otec Janoe Bolyaie (1802-1860), spolu s N. I. Loba-
¢evskym jednim z tvirch neeukleidovské geometrie, se po marnych pokusech dokéazat 5. Eukleidiv
postulat takto snazil, nastésti nelispésné, odradit svého syna. Jak se F. B. pfiznal v jiném dopise,
tyto marné pokusy ho natolik zni¢ily, Ze se radéji zacal vénovat poezii.

3Eukleides z Alexandrie (365(?)-300(?) pfed n.l.)

4Je zajimavé, ze nékteré rukopisy Zakladti maji postulity pouze 4 a tento 5. je uveden mezi
axiomy, nejCastéji jako axiom ¢&islo 11, nékdy 9 a zFidka téz 12

50 tom, %e axiomy jsou netplné, svéd&i nasledujici ptiklad: konstruujeme trojihelnik podle
véty SSS a tfeti bod ziskdme jako pruseik dvou kruznic. Kde ale bereme tu jistotu, Ze se kruz-
nice protnou, Ze v tom misté, kde by se mély protnout, nemé jedna z nich diru a ony se tak
minou? Pro doplnéni, hezké zavedeni geometrie lze nalézt napf. v knize Jan B. Pavlicek: Ziklady
neeukleidovské geometrie Lobacevského.
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je pravé ta krasa a uskali matematiky, Ze ona zpochybiuje ,evidentné jasné a nezpochybnitelné
pojmy“. Jesté nez budete st dal, zkuste pfijit na to, co ty pojmy vlastné znamenaji.

Povedlo se? Podivejme se ted na to, jak se s nimi vypofadal Eukleides. Bod je to, co nemd
Casti. Cdra je délka bez $itky. Primka je ta ara, ktera je stejné poloZena vzhledem ke viem svym
bodam. Plocha je to, co mé délku a §ifku, atd. Moc jsme si nepomohli, protoZe co je to ¢ast, délka,
§itka? Jisté, najdou se jejich definice, ale co budou ty pojmy, které se v nich budou vyskytovat?
Aby se matematici dostali z tohoto bludného kruhu ven, jednoho kriasného dne prohlésili, Ze bod
je prosté bod, pfimka je pfimka a jsou to ty abstraktni objekty, které vyhovuji dfive uvedenym
axiomum.

Tim se geometrie stala dokonalou teorii, bez jakychkoliv logickych nedostatkd, ale bohuzel se
tak odtrhla od svéta. A tak zase bylo zapotfebi se realité pfiblizit a vzniklo néco, ¢emu se fika
model geometrie. To je forméalné Feceno néjaky jiny matematicky objekt, ktery je ndm zndmy i
mimo kontext geometrie a ve kterém popiSeme, co to geometrické objekty jsou. Bude lepsi si to
ukézat na prikladé. Modelem eukleidovské geometrie je rovina, tj. mnoZina bodu [z, y] takovych,
ze © € R,y € R; bodem bude [z,y], pfimku budeme chépat jako mnozinu téch [z,y], pro které
y = ax + b, atd. Jist& kazdy vi, Ze takto definované body a pfimky spliuji axiomy eukleidovské
geometrie.

Je nutné si uvédomit rozdil mezi abstraktni geometrii a jejim modelem. Cokoliv dokadzu v ge-
ometrii, dokdZi i v modelu. Ale pozor, kdyZz néjaké tvrzeni dokdzu v modelu, nemusim to dokazat
v geometrii. Jediné, co mohu Fici, je to, Ze dané tvrzeni nelze vyvratit. Toto je velmi jemnd Gvaha
a bude dobré si ji peélivé promyslet. Co totiz délala spousta matematikii uz od dob Eukleida?
Podivali se na geometrii bez 5. postulatu, pficemz model geometrie, a to nasi rovinu, nechali beze
zmény. V roviné se da4 pomoci aritmetiky ,sporny“ axiom snadno dokazat, a proto si mysleli, Ze
to ptujde i v abstraktni geometrii. Byl to omyl, ale pravé tento omyl byl jednim z davodu, proc
se geometrie rozvijela.

Objevilo se mnoho pseudodiikazii 5. postuldtu. Na chyby v nékterych se pfislo brzy, nékteré
odolaly déle. I kdyZ vSechny byly Spatné, vétSina z nich byla pouénd tim, Ze ukazovala ptiklady
tvrzeni ekvivalentnich Eukleidovu postuldtu. Jednim z nejznaméjsich takovych tvrzeni je poucka,
7e soufet thla v trojihelniku je roven 180°. Kupodivu sta¢i pozadovat pouze to, aby soucet thla
u vSech trojuhelniki byl roven téze konstanté. Eukleidiv postuldt také plyne z pozadavku, Ze
existuji dva podobné, nikoliv viak shodné trojtihelniky (tzv. Wallisova® poutka). Na zaatku
zminovany F. Bolyai ukazal, Ze 5. postulat je ekvivalentni s tvrzenim, Ze libovolnymi tFfemi body
nelezicimi v pfimce lze vést kruZnici. Déle, jak kazdy vi, délka strany pravidelného Sestitihelnika
je rovna poloméru kruZnice jemu opsané. A to je dalsi ekvivalentni pfFepis.

Takto slavni matematikové chrlili jednu vétu za druhou, a protoZe nebyli schopni 5. postulat
dokéazat, dospivali postupné k nazoru, ze se ani dokazat neda. V roce 1829 N. I. Lobagevskij’
priSel s pfevratnou praci O nacalach geometrii, v niz popisoval neeukleidovskou geometrii a o
kterou, jak to tak byvé, nikdo nejevil zijem. Jeho popis byl Cisté axiomaticky, my pro snazsi

6John Wallis (1616-1703), od roku 1643 do smrti profesor geometrie v Oxfordu.

"Nikolaj Ivanovié Lobatevskij (1793-1856), profesor v Kazani. Pozd&jsi prameny viak uvadéji,
ze se narodil 1. 12. 1792, podle jesté pozdéjsich dokonce 20. 11. 1792; druhd nesrovnalost je vSak
pravdépodobné zavinéna rozdilem gregorianského a julidnského kalendare.
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pochopeni nebudeme budovat teorii, ale rovhou model neeukleidovské geometrie, tj. geometrie,
kde je 5. postuldt nahrazen pozadavkem:, Ke kaZdé primce a kaZdému bodu mimo ni lze vést
alesponi dvé rovnobézky prochdzejici timto bodem.*

V dals$im textu se budou misty objevovat slova jako ,,vezmu dostateéné malé ¢islo“ a ,,vyjde mi
to témér presné“. Ti z vas, ktefi uz jsou sezndmeni s pojmem limita, vzdy si ji tam v konkrétnim
piipadé& piedstavte; ostatni necht to chapou tak, Ze beru stra§né mal4 isilka, tak mala, Ze kdyby
mi to nevySlo tak pfesné, jak chci, vezmu si je§té mensi. Smysl rceni je v tom, Ze ono mi to pro
dostateéné malé Eisilko vyjde.

Soubézné s modelem Lobacevského geometrie [ budu zavidét model geometrie eukleidovské
E. To, ze urlity objekt budu chapat ve smyslu Lobalevského geometrie, budu znacit zménou
pisma, tj. budu psat primka, kruznice, apod. Body v E budou obvyklé body realné roviny, tj.
{[z,y]; z,y € R}, body v L budou body poloroviny, tj. {[z,y];z,y € R,y > 0} = {z € C;Re z >
0}, kde C zna&i komplexni &sla a Re z je redlnd €ast ¢isla z. Piimku v E mtiZzeme chipat jako
mnozinu téch bodu [z,y], pro které y = kz + ¢ (k, ¢ jsou redlné konstanty). To ndm ale nikterak
nenapovida, jak by mély vypadat pFimky v L. Viimejme si tedy vlastnosti pfimek v E. Prvni,
co nas napadne, je to, Ze ji miZu po sobé posouvat, tj. Zze je vSude stejné kiivd. V E uz takovou
vlastnost maji jen kruznice. V dalS$im ale ukdZeme, Ze v L takovou vlastnost mé i jiny objekt.

To, Ze je pfimka rovnd, je v jistém smyslu charakteristika toho, Ze je to nejkratsi spojnice
svych bodt, tj. potfebujeme si rozmyslet pojem vzdélenosti. V E se vzdélenost dvou bodu zavede
celkem jednoduse tim, Ze feknu: body [z,y], [z',y’] jsou od sebe daleko /(z — z')2 + (y — y')2.
Existuje ale i jiny, rafinovanéjsi zpusob. Vezmu si dva body A, B pevné a prohldsim, Ze maji
vzdélenost 1. Pro kazdé k kladné redlné si vezmu systém zobrazeni IIj, které nazvu podobnosti
s koeficientem %k (prvky systému jsou zobrazeni 7 : E — E). Pro v8echny takova 7 z IT; definuji,
ze body m(A) a w(B) jsou od sebe daleko k-krat tolik, co A a B, Rozmyslete si, Ze k tomu,
abych mohl uréit vzdalenost libovolngch dvou bodii, mi sta&i, aby systém {II;;k € Rt} mél tyto
vlastnosti: z bodi A, B se musim dostat do jakékoliv jiné dvojice bodi; kdyz mém « € IIj a
o € II;, pak jejich sloZeni 7o g je z IIj;; kdyZz se do stejnych bodi dostanu vice zpusoby, vysledny
koeficient podobnosti musi byt stejny;® a koneéng, ke kazdé podobnosti 7 s koeficientem k existuje
pravé jedna podobnost inverzni,® kterd ma navic koeficient % Podobnosti s koeficientem 1 budu
nazyvat shodnosti.

V E se daji vSechny shodnosti ziskat pomoci maximdlng t¥ikrat provedeného zrcadleni (viz
piiklady na konci textu) a zékladni podobnost je stejnolehlost. Na§ model L ted opatfime t&mito
shodnostmi: eukleidovskou osovou soumérnosti podél pfimek rovnobé&znych s osou y a kruhovou
inverzi'® kolem kruZnic (polokruznic) se stfedy na ose z. (Mo#na T& napadne, pro¢ za shodnost

8Vsimnéte si, e skladanim se koeficienty nésobi.

9Zobrazeni p je inverzni k 7, pokud 7 o ¢ = id, po m = id, kde id zna&i identitu.

10K ruhova inverze je takové zobrazeni uréené kruznici k se stfedem s a polomérem r, které
kazdy bod xz mimo s zobrazi na takovy bod &, Ze s,x,% lezi na pfimce a vzdalenost = od s
nasobend vzdilenosti & od s je piesné r2. Jeji elementdrni vlastnosti jsou tyto: je sama sobé&
inverznim zobrazenim, kruZnice neprochézejici bodem s zobrazuje na kruznice, kruznice, které
bodem s prochéazeji, zobrazuje na pfimky, body z k nechava na misté. Tj. ma podobné vlastosti
jako eukleidovskd osova soumérnost.
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povazovat néco tak exotického, jako je kruhové inverze. Ona je totiz z hlediska komplexni analyzy
velmi hezké a pfirozené zobrazeni, v C se d4 chépat jako r2/(z — s), kde r je polomér kruznice,
kolem které d&lam inverzi, s je jeji st¥ed, Z je €islo komplexné sdruZené k z.) Podobnost zavedu
jen pro body tvaru [0,a], a to tak, ze w([0,a]) = [0,a*] je podobnost s koeficientem k.'' Uz mi
zbyva jen prohlasit, Ze body [0, 1], [0, e] maji vzdélenost 1.

Abych uréil vzdalenost dvou bodi a, b, musim na né néjak zobrazit body [0, 1], [0, e]. To se d&
udélat tak, Ze a, b zobrazim na [0, 1], [0, e] pomoci f a vezmu inverzni zobrazeni f~!. Zobrazeni
f najdu takto: necht body a,b lezi na né&jaké polokruZnici se stfedem na ose z protinajici osu
z v bodech A, B, uvazuji polokruZnici k£ s dvojnidsobnym polomérem a stfedem v A. Kruhova
inverze kolem k mi a,b pfevede na body leZici na pfimce rovnobézné s osou y, pouziji zrcadlenti,
abych je dostal pfimo na osu y, déle euklidovskou stejnolehlost (vSimné&te si, Ze je to sloZeni
dvou inverzi kolem kruznic o stejném stfedu a rizném poloméru), abych jeden z bodd zobrazil
na [0,1] a nakonec pobobnost, abych druhj bod zobrazil na [0,e].12 Vzdalenost a,b pak bude
pfevracend hodnota koeficientu podobnosti, které jsem pouzil. Po chvili vypoéta se dé zjistit, ze
body [0, z], [0, y] maji vzdélenost |In ﬁ |

Pravé definovanad vzdélenost, pfestoZe se to na prvni pohled nezdd, tizce souvisi s normalni
eukleidovskou vzdélenosti. Ono totiz pro dva body, které jsou ds daleko v eukleidovském smyslu
(ds malé), vyjde jejich vzddlenost v L skoro pfesné ds/y, kde y je eukleidovskd vzdalenost od
osy z. (Spotte se to bud pomoci vztahu In(1 +z) = =z + % + % pro z = 0, nebo to vyplyne
z geometrické tivahy.)

11Neni to tedy pfesné& ten systém zobrazeni, ktery jsem uvazoval v obecném p¥ipad&, podob-
nost s koeficientem jinym neZ 1 totiz neni definovand na celém E. Ukazuje se v8ak, Ze systém
shodnosti je natolik bohaty, Ze vzdalenost muzu korektné definovat.

12Pokud a, b jsou na pfimce rovnob&zné s osou y, tak samoziejmé mam praci snazsi a nemusim
v prvnim kroku délat Zddnou kruhovou inverzi; obdobné, pokud a, b leZi pfimo na ose y, atd.
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Serial — Lobacevského geometrie, 2. ¢ast

LAutor, jak se zdd, si postavil za cil psdat tak, aby mu nebylo vibec rozumeét.“
M.V. Ostrogradskij (1801-1861)

»Ale miZe se nékdo zeptat: na¢ psdt nebo dokonce tisknout takové nejapné fantasie.
Na tuto otdzku je téZko odpovédét.“
Neznamy kritik!3

Uz vim, co to je vzdalenost dvou bodu, jesté bych rad védél, co to je délka kiivky. Kfivka ¢
pro mé v Ei v L bude znamenat mnozinu bodu, kterd ,pfipomind zkrouceny provézek.“ V E si
muzu ¢ nahradit lomenou ¢arou, tu zméfim a ziskdm tim néco, co je skoro délka . Udélam to tak
i v I, vezmu konedn& mnoho bodd, zjistim, jak jsou od sebe daleko, a vysledky poséitam. Tuto
proceduru udéldm pro vSechny mozné konefné vybéry bodi na kfivce a ze ziskanych vysledki
vezmu tzv. supremum.'? Laicky FeGeno, délka kfivky je tém&F toté%, co délka lomené &4ry, kterd
ma hodné bodu zlomu, pfi¢emz ty body jsou na kfivce dostatecné husté.

Vratme se ted k pivodnimu problému, co to je pfimka. V E se pfimky shodnosti zobrazuji na
pfimky (obdobné tvrzeni plati i pro jiné objekty: kruznice se zobrazuji na kruznice, trojihelniky
na trojuhelniky, ... ), bude tedy rozumné to tak chtit i v L. P¥imky v E realizuji vzdalenost mezi
kazdymi dvéma svymi body — tj. pro libovolné dva body pfimky plati, ze kfivka nejkratsi délky,
kterd je spojuje, je celd asti nasi pfimky. To uz v naSem piipadé sta¢i. Protoze jeden z axiomi
zni, 7ze kazdymi dvéma body lze vést pravé jednu pFimku, staéi urit, jakd primka spojuje body
[0,1], [0, 2]. V8echny ostatni piimky ziskdm pfenesenim této vyznaéné primky pomoci shodnosti.
A protoze Lobalevského geometrie neni zas tak odlisna, hledand pFimka je pravé osa y (pfesnéji ta
jeji ¢ast, kterd leZi v naSem modelu, tj. kladné poloosa; tohoto zjednoduSeni se ob&as dopustime).
Struéné ovéreni by mohlo byt néasledujici — sporem, necht je to jind kfivka. Vezmu si lomenou
¢aru, kterd mi jeji délku aproximuje dostateén& piesné. Caru shodnostmi narovnam, aby byla
rovnobézna s osou y a pfitom bod [0, 1] zlistal na mist&. Neni t&Zké se presvédiit, Ze bod [0,2] se
zobrazi na [0,a], kde a > 2, tj. lomend &ara je mezi [0,1],[0,2] delsi neZ Gsek na ose y, coZ je ve
sporu s vlastnosti pfimky. Protoze podobnou Gvahu mohu provést pro libovolnou dvojici boda
[0,7],[0, s], je osa y skuteén& pFimka.

Snadno se presvédcite, ze primky v L jsou pravé polopfimky rovnobézné s osou y a bez po-
¢atku, ktery by byl na ose x a polokruZnice se stfedy na ose z. To je dalsi paralela s eukleidovskou
geometrii — v E byly shodnosti osové soumérnosti podél pfimek, kruhové inverze v L je néco
jako osové soumérnost kolem osy tvofené polokruznici.

Jak si prostor I pfedstavit? Rozumnd pfedstava je napf. takova, Ze téméf vSechna hmota je
natésndna v blizkosti osy  a ¢im jsem od ni dél, tim je prostor ¥idsi. Tim se vysvétluje, ze pfi
0sové soumeérnosti se hmota neztraci, i kdyz skoro cely prostor zobrazim do libovolné malého
ptilkrubu (i v ném je hmoty ,nekone&n&“). Obdobng, kdyZ chci jit co nejsnéze z bodu A do bodu

130ba citaty pochézi z kritiky na Lobacevského praci O nacalach geometrii, ale hodi se i na
nékteré jiné texty (tento nevyjimaje — pozn. red.).

14¢j. gislo vétSi nebo rovno nez viechny mé vysledky, ale ziroveii nejmensi ze viech takovych
Cisel, které maji tutéz vlastnost — ucené se tomu ¥ikd nejmensi horni zavora.
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B, beru to na prvni pohled oklikou, protoZe chodim radgji ¥id§im prost¥edim, kde jsem rychlejsi.'?

Paralely L s E ovS§em nekonéi u pfimek, pokracuji dale, a to misty az piekvapivé. Kruznice v L
(tj. mnozina bodd, které maji od jednoho pevného bodu konstantni vzddlenost) je op&t kruznice
ve smyslu E, aviak s jinym stfedem. Dtkaz tohoto faktu lze nalézt v autorském feSeni prvni
seridlové série.

Déle splyvé i méfeni hlt. Polozme si otdzku, co to je tthel? Uhel, ktery sviraji dvé p¥imky,
je délka oblouku, ktery vytinaji z kruznice se stfedem v priseciku, délend jejim polomérem. Pro
obecné protinajici se kfivky se jejich odchylka definuje jako odchylka jejich teden ve spole¢ném
bodg&. Teénou (v E i v L ) budu rozumsét pfimku (resp. pFimku), kterd mé s kfivkou dotek
prvniho fadu, neboli je nerozlifitelnd od puvodni kfivky, jsem-li dostateéné blizko bodu dotyku.
Presnéji, kdyZ jsem ve vzdalenosti ds od teéného bodu, pak pro odchylku dt teény od kfivky plati
dt/ds = 0 pro mald ds. Obdobné, dva objekty maji dotek k-tého Fadu, pokud dt/dsk = 0. To
ted vyuziji k obecné definici Ghlu: je to podil délky oblouku, ktery k¥ivky vytnou na kruZnici se
stfedem v prisediku a poloméru dané kruznice, pro dostateéné maly polomér. V této definici uz
nepotfebuji Zddnou teénu, nezdlezi tedy na tom, jsem-li v E nebo ne, mtzu tak tedy méfit hly
v L. Vzhledem k tomu, %e na malych vzdalenostech méFim v L stejn& jako v E (aZ na nasobeni
néjakou konstantou), vychdzi mi podil pfi po€itdni odchylky kiivek stejng, at se na kfivky divdm,
jako by byly v E nebo v L. VSimnéte si, Ze kruhova inverze zachovavé velikosti hld, ale méni
jejich orientaci.'®

Co vlastné z dosavadniho povidani plyne? Kdybych byl tvorecek, ktery nikdy neptekrodi jistou
mez (nap¥. ve vesmiru bych mohl proviadét pouze méfeni na Zemi), iplné klidné& bych si vystagil
s eukleidovskou geometrii, a nejen to, ani bych nebyl schopen poznat, jestli svét kolem se fidi
zakonitostmi geometrie eukleidovské nebo Lobacevského. Uvédomte si totiz, Ze na dostatecné
malych vzdélenostech je i kruznice ,k nerozeznani“ od pfimky.

Budujme model L dal. Eukleides pfimky nazyval rovnobéznymi, pokud se nikde neprotinaji.
Je snadno vidét, ze takovychto rovnobézZek lze k dané primce v L vést spoustu. Zkusme tedy hle-
dat né&jakou lepsi definici rovnobé&znosti. Rovnobézky maji v E také tu vlastnost, Ze jsou od sebe
viude stejné daleko. Mnozindm bodi, které maji stejnou vzdalenost od dané piimky, fikejme
ekvidistanty; jejich vzdalenosti od ,matefské pfimky“ fikejme vyska. Zkoumejme ekvidistanty
v L. Pro jednoduchost vezméme za zdkladni primku osu y. Tvrdim, Ze ekvidistantou je pravé
kazda dvojice polopfimek s pofatkem v bod& [0,0] s odchylkou a od osy y. K tomu sta¢i uké-
zat, ze podobnosti se stfedem na ose x jsou v I shodnosti. A skutetné, sta¢i uvazovat sloZeni
dvou kruhovych inverzi kolem kruZnic s poloméry \/% a 1 se stejnym stfedem a dostanu podob-
nost s koeficientem k. Kolem primky ve tvaru polokruznice mé ekvidistanta tvar dvou oblouki
kruznice.

Stoji za povSimnuti, Ze ekvidistanty nejsou pFimky v L, a pfesto se daji samy po sobé posouvat
(tj. existuji shodnosti, které je zachovavaji a pfitom jakykoli bod ekvidistanty mizu jejich uZitim
zobrazit na kazdy jiny). D4 se dokonce dokazat, %e v neeukleidovské geometrii to ani pFimky byt

15Vgimnéte si, ze toto odpovids ,fyzikdlnim p¥imkim“, tj. k¥ivkdm, po nichz se §iii svétlo.
Typicky priklad ,fyzikdlni pfimky*, kterd neni pfimka, je paprsek odrazeny od zrcadla.

16Velikost tihlu je uréena obloukem na kruZnici, orientace tihlu zavisi na tom, jakym smérem
ten oblouk prochdzim.
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nemuzou a Z%e to s kruZnicemi a primkami jsou jediné objekty s konstantni kiivosti (viz niZe).

Je vidét, ze kdyz k ,8ikmé pfimce“ hleddm primku, kterd by s ni byla ekvidistantni, najdu
vzdy jen jednu takovou. Dal§i zajimava vlastnost ekvidistant je tato — maji-li rtiznou vysku (a
nezdlezi dokonce ani na tom, od které ,matefské pfimky*), nemiizu ztotoznit (tj. pfevést na sebe
shodnosti) ani jejich €asti; jsou néco jako kruznice ruznych poloméri. Tady je t¥eba opét peclivé
rozliSovat mezi ,shodnosti“ a ,,shodnosti“. Ekvidistanta k pFimce tvaru polokruZnice je kruhovy
oblouk, ktery je urfen svym stfedem a polomérem. Neni ale tézké, najit jinou primku a k ni
ekvidistantu, kterd je kruhovym obloukem stejného poloméru. Eukleidovskymi shodnostmi jsou
tedy na sebe prevoditelné (alespoii jejich &asti), shodnostmi v L v8ak nikoli.

Fakt, ze se da kf¥ivka po sobé libovolné posouvat, Gzce souvisi s tim, jak je ta k¥ivka ,k¥iva“.
Polozme si tedy opét zdsadni otdzku, co je to vlastné kiivost. V E se da kfivost chapat takto:
v daném bodé s kfivky ¢ sestrojim kruznici, kterd mé s k¥ivkou dotyk druhého fddu a vezmu si
pfevracenou hodnotu jejiho poloméru — &im prudéeji zahybam, tim je kiivost v&tsi. P¥imka (ché-
pand jako kruZnice s nekoneénym polomérem) md k¥ivost 0. Podrobngjsi analyzou slov ,prudce
zahybat“ dostaneme toto — vezmu si jeden vektor s poc¢atkem v s pevné (fikejme mu ¥), zmé&Ffim
thel (s) mezi nim a te€nou k ¢ v s, posunu se do bodu s + ds, zmé&Fim 6(s + ds) a spoétu k(s)
= M pro malé ds.'” Cislo k(s) prohlasim za kfivost ¢ v bod& s. Pfedpokladdm, Ze ds
je ve vsech bodech s stejné, tj. Ze probihdm kfivku pofad stejnou, jednotkovou rychlosti.

Dopustil jsem se mensitho podvodu, kdyZz jsem tvrdil, Ze zmé&Fim 6(s + ds). V bod& s + ds
totiz zaddny vektor nemam, i kdyZ je celkem jasné, jak tam vektor ¢ dostat. To je kli¢ k definici
k¥ivosti v obecném piipadé. Mam bod s a s + ds, v bodé s vektor ¢(s). Body s a s + ds mam
spojeny primkou p, a tak vektor (s + ds) definuji jednoduse tak, aby s p sviral stejny thel jako
¥(s). UCené se tomu Fikd paralelni pfenos, a i kdyZ je tento zptsob pfirozeny, rozmyslete si, ze
obecn& neni jednozna¢ny (napf¥. kdyZ jsem na kouli a chci se dostat z rovniku na pdl, tak zalezi
na cesté, kterou tam vektor pfendSim). Ted uz je jasné, jak zmé¥Fit 0(s + ds) a pak spocitat k(s).

Aby pfisté bylo lépe vidét do definice kfivosti plochy, uvédomte si, Ze jsem-li v E, tak vlastné
misto libovolného vektoru ¢ lze vzit jeden specidlni, a to jednotkovy teény vektor. N&kde vedle
si nakreslim jednotkovou kruZznici a v jejim stfedu jednotkovy vektor @ rovnobézny s v. Jak po
pfimkéch pfendsim ¢ do sousednich bodu k¥ivky ¢, koncovy bod w rotuje po jednotkové kruznici
a j& zkoumdam, jak velkou €ast z ni objel. To je pravé hodnota 6(s + ds) — 6(s).

Kdyby kfivka byla uloZena v prostoru vét$i dimenze nez 2, nahradim ji kfivkou, kterd uz
v roviné lezi — vezmu tfi dostate¢né blizké body, ty mi uréi rovinu, kfivku do této roviny kolmo
promitnu a kfivost méfim uZ jen na té promitnuté kfivce.

Z obrazku se d4 zjistit, Ze kruZnice (v E i v L) maji kfivost rovnu 1/r, kde r je eukleidovsky (!)
polomér. Prirozeng, primky maji kiivost 0. I v obecnych pfipadech jsou kfivky s nulovou kfivosti
praveé ty, jez jsou pro dostateéné blizké body jejich nejkratsi spojnici.

Kdyz dvé kfivky maji dotyk druhého fadu, maji v bodé styku stejnou
kfivost (protoZe jsem ji méFil jen ve veli¢indch prvniho Ffadu). Odtud pak
plyne puvodni nivod na poclitédni kfivosti — pro kaZdou rozumnou kfivku
totiz v kazdém bodé najdu vhodné se pfimykajici kruznici nebo pfimku.

. . . . r
17k(s) sice zavisi na tom, jak velké si zvolim ds, ale d4 se ukézat, Ze pro dostate¢n& mald ds
uz se k(s) tém&f neméni.
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Popis obrazku: k je kruZnice, jejiz kiivost méfime, S. jeji eukleidovsky
stied, S; jeji stfed v L. Bod s = [0, 1], coz si miZzeme dovolit diky pfendgeni
pomoci shodnosti. Polateéni vektor ¢ je ,teény“ ke k, do bodu s + ds ho
pFenasim pomoci kruznice K. Déle ¢ zna&i ,teény* vektor ke k v s + ds, & je
odchylka #(s + ds) a t. Pro mala o plati: ds=ra a protoze K ma dostatetné velky polomér, je

a=é. Tedy kiivost v s je skute¢n& rovna r—1.
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Seriali: — Lobacevského geometrie, 3.Cast

»Na pruni pohled se dd tici, Ze poucky geometrie, jiZ jsem nazval pomyslnou geome-
trii, jsou vseobecné protimysiné; tu musim podotknout, Ze i kdyZ sebevic odporuji nasim
predstavdm a zvykdim, prece jen jsou po logické strance zcela bezesporné.“

Nikolaj Ivanovi¢ Lobacevskij

Mily vérny ¢tendfi! Zejména ze strany organizatort se ozvalo nékolik ndmitek ohledné srozu-
mitelnosti textu, proto mi na ivod dovol nékolik slov. Vzhledem ke svému rozsahu, tento text
nemohl byt nikdy vyCerpavajicim pohledem na Lobacevského geometrii, proto jsem se rozhodl, ze
bude pouze jakymsi ivodem, ktery ale zasdhne i do pokrocilej§ich partii matematiky a relativné
elegantné tak ukaze nékteré zdkladni vlastnosti neeukleidovské geometrie.

Na tvod malé opakovéani. Zavedli jsme model L, umime v ném méfit vzddlenosti a dhly, vime,
co je primka a jak vypadaji kruznice, umime uréit krivost kiivky. Dalsi pfirozenym pojmem pro
zkoumani je kFivost plochy.

Pro jednoduchost uvazujme kouli o poloméru R v Euklidovském prostoru R3. Viimnéme si
zédkladniho rozdilu mezi sférou a kruznici. Cast kruZnice miZu narovnat, nikdy se mi to ale
nepovede u sféry. Zakfiveni tedy je vlastné to, jak moc se li§i sféra od svého jakoby narovndni.
Pfesnéji, kdyZ si vezmu kruh s (malym) polomérem r (méfeno na sféfe), zm&fim jeho obsah a
porovnam s obsahem kruhu v E se stejnym polomérem, zjistim, Ze se lisi az v ¥4du r2, a to o ﬁ
(krat nepodstatnd konstanta). Pfesné fe€eno, obsah kruhu o velmi malém poloméru r na sfére
je mr? — ﬁr"’ + cosi.r® + - .. Pro malé r jsou &leny s r* mnohem men3i ne# &leny s r3, lze je
tedy ,,s klidnym svédomim“ zanedbat.

Kfivost muzu charakterizovat i tak, Ze vezmu kruznici, zméfim jeji délku na sféfe, porovndm
s odpovidajici kruznici v E a vyjde mi, Ze se zase lidi a# u koeficientu u r® a aZ na konstantu
zase 0 -5 . Pak m& napadne porovnat polomér r s &islem % (k je kiivost mé kruznice), coz, jak
jsme vidéli, je euklidovsky polomé&r kruznice se stejnou kfivosti. A opét dostanu tentyz vysledek.
Ukazuje se, Ze to neni ndhoda a Ze Cislo % je pro sféru charakteristické (je to i logické, jestlize si
uv8domime, Ze kfivost kruZnice je %) a je to pravé jeji kiivost; ¥ikd se ji hlavni (n&kdy Gaussova)
ki¥ivost.!®

Gaussova kfivost se fadi mezi takzvané vnitini vlastnosti plochy, tj. takové, které zavisi jen
na plo3e a nikoli na tom, jak je plocha uloZens v prostoru.?? Napf¥. rovina, vélec i kuzel maji

18Do celého seridlu se mi nepovedlo vméstnat aplikace probirané teorie. Na prvni pohled se
totiz muze zdat, Ze je to pouze matematickd hficka bez praktického uplatnéni. Skuteéné, v po-
Gatcich této teorie na ni bylo takto opovrzlivé pohliZeno. A% s rozvojem moderni fyziky se nee-
ukleidovské geometrii dostalo zadostiu¢inéni. Stala se zdkladnim ndéstrojem pro popis gravitace.
A mezi ndmi matematiky, obecné teorie relativity neni nic jiného nez geometrie.

19Vgechny tyto postupy na vypocet kiivosti spadly z nebe. Pfesto véf, e maji logickd vy-
svétleni a neuvadim je zde jen proto, Ze jsem v té€chto mistech opravnénost vycitek svych kolegi
ohledné nesrozumitelnosti uznal.

20V praxi“ to znamen3, ze jako dvourozmérny &loviek Zijici na té ploSe jsem schopny jeji

9
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stejnou, nulovou kfivost. To je zptisobeno tim, Ze se daji na sebe vzdjemné rozvinovat. Obecné,
dvé plochy maji stejnou kfivost pravé tehdy, kdyZ jednu z druhé lze dostat ,kroucenim®, které
zachovava délky.2!

Vratme se opét k naSemu modelu. Porovndnim poloméru v I. a poloméru stejné kruznice
v E dostaneme, Ze kfivost L je —1. Skutefné, vezméme kruZnici se stiedem v [0,1] a s malym
(euklidovskym) polomé&rem r. Tato kruznice protne osu y v bodech [0,1 —r] a [0,1 + 7]22. Jeji
polomér je (pro Gpravy vyuZijeme tzv. Taylorova rozvoje funkce In)

11 (1-}-7-) 1<<+r2+r3+ ) ( +r2 r3+ )) +r3+
ZIn — (e ) e — ..,
2 1—r 2 2 3 2 3 3

A protoze tentokrat je ,nepodstatnid“ konstanta rovna —3, je kfivost naSeho modelu —1.

Tady je diivod, pro¢ se Lobagevského geometrii ¥ik4 hyperbolicks. Sedlovy bod hyperboloidu??
ma totiz zadpornou kfivost. K nas$i smiile cely hyperboloid neni model L, ale alesponn lokalné jej
za model miizeme brit. Stoji za zminku, e v R® neexistuje plocha, kterd by méla piesné stejné
vlastnosti jako L, d4 se v8ak ukdzat, Ze v R™ pro n > 4 uZ takova plocha existuje (a jeji projekce
do R? pfipominé hyperboloid).

Uvazujme trojihelnik, tj. trojici bodl, navzajem spojenych geodetikami. Ted si mtZu zaéit
trochu hréat, vezmu si néjaky vektor ve vrcholu trojuhelnika, pfenesu ho do druhého, pak do
tfetiho a nakonec zpatky. Ke svému zdéSeni ale objevim, Ze jsem nedostal ptivodni vektor a
#e odchylka od ptuvodniho vektoru je2* o+ 8 + v — 7, kde o , B, v jsou vnitini Ghly. Gauss—
Bonnetova véta (pochazi z apardtu diferencidlni geometrie a p¥i disledném zavedeni k¥ivosti je
to jen trividlni disledek definice) tvrdi, Ze to tak je sprdvné a Ze tento rozdil se rovnd k¥ivosti
modelu nisobené obsahem trojihelnika. Tedy obsah trojihelnika je m — (a + 8 + 7).

Na jednu stranu na tom neni nic pfekvapivého, uvazujeme-li sféru o poloméru 1, pak mé
kfivost 1, trojahelnik je na sféfe trojice bodii spojend hlavnimi kruZnicemi, jeho obsah se da
relativng snadno spoéitat a vyjde (o + 8 + v — m).12. N43 model Lobadevského geometrie se d4
formalné zavést Gplné stejné jako geometrie sférickd, s tim rozdilem, Ze polomér sféry, po které
se pohybuji, je imaginarni jednotka?® i. Rad&ji nebudu rozvadét, co to pfesné znamend, uvedu
pouze, ze kiivost imagindrni sféry pak je —1 a existuje tedy jakési ,krouceni“, které ji pfevede na
model L (pfesné&ji na plochu v R™ zmin&nou vyse). A protoze obsah trothelnika na imagindrni
sféte vySel (o + B + v — m).i2, je to pFesné to, co jsme ziskali pomoci Gauss—Bonnetovy véty.

Vsimnéte si nékolika véci. Za prvé, v roviné je odchylka vektord nulovd — méam krasny zpusob,
jak prenéset vektory, délam to jednodusSe po pfimkéch, pfenaSeni mtzu libovolné sklddat a kdyz
mam vice moznosti, jak se nékam dostat, nezdlezi na tom, kterou z nich si vyberu. Na obecné

kfivost néjakymi prostfedky zméfit, aniz plochu opustim.

21Toto ,krouceni“ zachovava vSechny podstatné lokalni vlastnosti, tj. ty, které mohu zjistit,
kdyZ zndm byt jen malilinky kousek plochy. BohuZel uZ nezachovava vlastnosti globdlni, takze
tfeba na valci existuje uzaviend geodetika, zatimco v roviné ne.

22Zase az na zanedbéni &lent vyssich Fada.

23T z Vas, kdo nevi, co je hyperboloid, si jej mohou pFedstavit jako jezdecké sedlo.

24Vge se bere v radidnech.

Z5Plati i = —1.
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ploSe jsme si sice také ukézali v jistém smyslu kanonicky zptisob (pfendseni po geodetikéich), je
ale vidét, Ze pfendseni uz nemuzu skladat a cekat pfi tom hezké vlastnosti. Za druhé, rovina mé
kiivost 0, je to jako bychom byli na povrchu koule s nekonetné velkym polomérem.2® To, ze se
pak nedaji pocitat obsahy z Gauss—Bonnetovy véty je zptisobeno tim, Ze vSechny trojihelniky
jsou vzhledem k poloméru nekoneéné malé a jako takové nerozlifitelné. (Pfipadné jsme na kouli
s jednotkovym polomérem, ale jsme nekone&n& mali.) To je piiklad toho, Ze s nekone¢nem si
nelze jen tak beztrestné pohrévat. Za tfeti, pfedchozi odstavec davd néavod, jak spocditat obsah
libovolné oblasti ohrani¢ené geodetikami (tfeba tim, Ze pouZiji triangulaci) a protoze prakticky
kazdou kfivku muazu libovolné presné nahradit lomenou ¢arou, spoctu tak obsah kazdé oblasti.

Déle, jestlize po podobnosti chceme, aby natahovala vSechny vzddlenosti a tedy i obsahy, a
pritom zachvévala thly, nezbyva ndm neZ konstatovat, Ze zadné takové zobrazeni v [L neexistuje.
Proto jsem v prvni &asti seridlu ,podobnosti“ definoval tak zvlastné.2” Neexistence podobnosti
(jako zobrazeni z IL do L) m4 dalekos4hlé diisledky. Jednim z nejduilezit&jsich je existence takzvané
absolutni délky.

Pfiblizme si to nejprve v Eukleidovské geometrii na tihlech. V roviné totiz nezavisle na tom,
jaké mam méFitko (a to jak thlové tak délkové), existuje konstrukce, kterd mi vidy sestroji
thel 7, resp. 90 stupiiti. Je proto logické, vzit pravy thel za jednotku méfeni (ale kdo by dnes
pouzival gradidny, Ze?). Neni jednoduché to dokézat, ale neexistuje konstrukce, kterd by bez
pouziti mé¥itka zkonstruovala tisecku délky 1. Situace v naSem modelu L je zcela odlisné. Pro
snaz$i vyjadfovani definujme pojem soubézky k dané piimce. To je takova pFimka, kterd pavodni
primku neprotind, ale protind (tj. ma s ni spoleény bod pravé na ose z). Je to vlastn& krajni
ptipad rovnobéziniych primek.

V L nejenZe umim sestrojit hel 7, umim té% sestrojit ndsledujici (jedna se vlastn& o mezni
pkipad trojihelnika) — pFimky p,q,k, Ze p je soubéind s q, k je kolma na p a k protind ¢ pod
thlem?28 7 Vlivem neexistence podobnosti je tato konstrukce jednoznanéd v tom smyslu, Ze
dsecka, kterou mi na k vytnou pfimky p a ¢ ma poiad stejnou délku.2® Je nutno poznamenat, ze
ta délka neni 1. Rozmyslete si, Ze pii zméné méritka tak, aby pravé sestrojend tisecka méla délku
1 se v naSem modelu zméni pouze jeho kfivost, a to jesté jen co do velikosti, zdpornd zustane i
nadile.

V tomto okamziku uZ tedy médme vybudovany pomérné silny apardt ke zkouméni naseho
modelu. Stale je ale tfeba mit na paméti rozdil mezi modelem L a Lobadevskou geometrii jako
takovou. V I se mi kromé existence nekoneéné mnoha rovnobézek povedla dokdzat neexistence
podobnosti, ukazal jsem, Ze existuje absolutni délka a Ze obsah kazdého trojuhelnika je shora
omezen Cislem 7, to jeSté ale nemusi neznamenat, ze tak je tomu i v Lobacevského geometrii.
V L jsem pouzival mocny néstroj — diferencidlni geometrii, vSe z toho, co jsem zatim udélal by
Slo provést i Cisté abstraktné, kdyz bychom vysli z axiomi a postupovali deduktivnim zptisobem.

Zajemcum o neeukleidovskou geometrii bych viele doporuéil dalsi studium literatury s touto

26Nebo na nekoneéné velikém hyperboloidu.
27Ve skute¢nosti jsem definoval podonosti jen jako zobrazeni z osy y do osy y.
28Toto &islo je tam viceméné z historickych davodi.
297;jisténi, ze nezijeme v eukleidovském svété by tedy vedlo k masovému propousténi v tsta-
vech pro miry a vdhy a k jejich nisledné pfeméné na muzea.
11
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tématikou. Jedné se napt. o tyto knihy:

Jan B. Pavlicek — Zdklady neeukleidovské geometrie Lobacevského,

B. V. Kutuzov — Lobacevského geometrie, elementy zakladd geometrie,

Véclav Hlavaty — Uvod do neeuklidovské geometrie.

Tém, ktefi serial doetli az sem,3® dékuje za pozornost a mnoho tispéchii pii FeSeni (a opra-
vovéni) tloh seminéfe i v b&Zném zivoté preje

Jan Rychtai?!

30tj. nejspie jen organizatortim
310mlouvam se viem, kteii dosud nevédéli, kam maji sméiovat své dékovné dopisy.
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