
Seriál1 { Lobaèevského geometrie, 1.èástþ : : : mù¾e Tì to pøipravit o v¹ehen Tvùj èas, o Tvoje zdraví, o Tvùj klida v¹ehno Tvoje ¾ivotní ¹tìstí. Tato propastná temnota by mohla pohltit i tisíeobrovitýh Newtonù a nikdy nebude svìtlo na Zemi.ÿ Farka¹ Bolyai2Snad ka¾dý z Vás u¾ nìkdy sly¹el, ¾e to byl Eukleides3 , který pravdìpodobnì jako prvnízformuloval systém ètrnáti axiomù (z nih¾ pìt nazval postuláty) geometrie ve svýh Základeh.Z pohledu dne¹ní matematiky to byl systém znaènì neúplný, niménì zùstal jako výhodisko ipro dne¹ní geometrii. A mo¾ná víte i o bouølivýh diskuzíh, které vyvolal tzv. 5. Eukleidùvpostulát.4 Eukleides svùj slavný postulát formuloval takto: þDvì pøímky v rovinì, které protínajíjinou pøímku této roviny a tvoøí s ní po jedné stranì vnitøní úhly, jejih¾ souèet je men¹í dvoupravýh, se v¾dy protínají, a to po té stranì pøímky, kde je souèet men¹í.ÿ Jen pro zajímavost,dal¹í postuláty htìjí, aby ka¾dý bod se dal s ka¾dým jiným spojit pøímkou; ka¾dou úseèkubylo mo¾no neomezenì prodlou¾it; kolem ka¾dého bodu bylo mo¾no opsat kru¾nii libovolnéhopolomìru; a koneènì, aby si v¹ehny pravé úhly byly rovny. 5. postulát je na první pohled slo¾itìj¹íne¾ ty ostatní, kdy¾ se nad ním ale zamyslíte, zjistíte, ¾e neøíká ni jiného ne¾ to, ¾e k dané pøímea bodu mimo ní existuje pouze jedna rovnobì¾ka, která tím bodem prohází. Právì jeho relativníslo¾itost vedla matematiky k tomu, ¾e se ho sna¾ili dokázat.Co se týèe axiomù, tak to jsou praktiky axiomy aritmetiky typu þpoku a = b; b =  paka = .ÿ Je vidìt, ¾e v¹ehny tyto axiomy a postuláty jsou v jistém smyslu rozumné,5 av¹akformálnì vzato, neøíkají zatím témìø ni, proto¾e my z nih nevíme, o èem vlastnì vypovídají.Asi si øeknete, o to je za nesmysl, ka¾dý pøee ví, o je to bod, pøímka, kru¾nie, atd. A to1Varování redaktora: Tento text je plný historikýh poznámek a zajímavýh souvislostí, protoTi na nìkterýh místeh nemusí pøipadat pøíli¹ srozumitelný. Neneh se proto odradit tím, ¾enìkteré odstave nepohopí¹ ani po nekolikátém ètení. Autor text zèásti napsal tak, ¾e nìkterépasá¾e nejsou pro zaèáteèníka pøíli¹ jasné. (To je drobná nevýhoda toho, kdy¾ autor ví, o èempí¹e.) Vìøíme, ¾e ta podstatná matematiká informae, která je potøeba k øe¹ení pøíkladù seriálu,se z textu dá vyèíst. Dal¹í díly budou víe o matematie, a tím snad i lépe stravitelné.2Farka¹ (Wolgang) Bolyai (1775{1856), ote Jano¹e Bolyaie (1802{1860), spolu s N. I. Loba-èevským jedním z tvùrù neeukleidovské geometrie, se po marnýh pokuseh dokázat 5. Eukleidùvpostulát takto sna¾il, na¹tìstí neúspì¹nì, odradit svého syna. Jak se F. B. pøiznal v jiném dopise,tyto marné pokusy ho natolik znièily, ¾e se radìji zaèal vìnovat poezii.3Eukleides z Alexandrie (365(?){300(?) pøed n.l.)4Je zajímavé, ¾e nìkteré rukopisy Základù mají postuláty pouze 4 a tento 5. je uveden meziaxiomy, nejèastìji jako axiom èíslo 11, nìkdy 9 a zøídka té¾ 125O tom, ¾e axiomy jsou neúplné, svìdèí následujíí pøíklad: konstruujeme trojúhelník podlevìty SSS a tøetí bod získáme jako prùseèík dvou kru¾ni. Kde ale bereme tu jistotu, ¾e se kru¾-nie protnou, ¾e v tom místì, kde by se mìly protnout, nemá jedna z nih díru a ony se takminou? Pro doplnìní, hezké zavedení geometrie lze nalézt napø. v knize Jan B. Pavlíèek: Základyneeukleidovské geometrie Lobaèevského. 1 Typeset by AMS-TEX



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 Aje právì ta krása a úskalí matematiky, ¾e ona zpohybòuje þevidentnì jasné a nezpohybnitelnépojmyÿ. Je¹tì ne¾ budete èíst dál, zkuste pøijít na to, o ty pojmy vlastnì znamenají.Povedlo se? Podívejme se teï na to, jak se s nimi vypoøádal Eukleides. Bod je to, o nemáèástí. Èára je délka bez ¹íøky. Pøímka je ta èára, která je stejnì polo¾ena vzhledem ke v¹em svýmbodùm. Ploha je to, o má délku a ¹íøku, atd. Mo jsme si nepomohli, proto¾e o je to èást, délka,¹íøka? Jistì, najdou se jejih de�nie, ale o budou ty pojmy, které se v nih budou vyskytovat?Aby se matematii dostali z tohoto bludného kruhu ven, jednoho krásného dne prohlásili, ¾e bodje prostì bod, pøímka je pøímka a jsou to ty abstraktní objekty, které vyhovují døíve uvedenýmaxiomùm.Tím se geometrie stala dokonalou teorií, bez jakýhkoliv logikýh nedostatkù, ale bohu¾el setak odtrhla od svìta. A tak zase bylo zapotøebí se realitì pøiblí¾it a vzniklo nìo, èemu se øíkámodel geometrie. To je formálnì øeèeno nìjaký jiný matematiký objekt, který je nám známý imimo kontext geometrie a ve kterém popí¹eme, o to geometriké objekty jsou. Bude lep¹í si toukázat na pøíkladì. Modelem eukleidovské geometrie je rovina, tj. mno¾ina bodù [x; y℄ takovýh,¾e x 2 R; y 2 R; bodem bude [x; y℄, pøímku budeme hápat jako mno¾inu tìh [x; y℄, pro kteréy = ax + b, atd. Jistì ka¾dý ví, ¾e takto de�nované body a pøímky splòují axiomy eukleidovskégeometrie.Je nutné si uvìdomit rozdíl mezi abstraktní geometrií a jejím modelem. Cokoliv doká¾u v ge-ometrii, doká¾i i v modelu. Ale pozor, kdy¾ nìjaké tvrzení doká¾u v modelu, nemusím to dokázatv geometrii. Jediné, o mohu øíi, je to, ¾e dané tvrzení nelze vyvrátit. Toto je velmi jemná úvahaa bude dobré si ji peèlivì promyslet. Co toti¾ dìlala spousta matematikù u¾ od dob Eukleida?Podívali se na geometrii bez 5. postulátu, pøièem¾ model geometrie, a to na¹i rovinu, nehali bezezmìny. V rovinì se dá pomoí aritmetiky þspornýÿ axiom snadno dokázat, a proto si mysleli, ¾eto pùjde i v abstraktní geometrii. Byl to omyl, ale právì tento omyl byl jedním z dùvodù, proèse geometrie rozvíjela.Objevilo se mnoho pseudodùkazù 5. postulátu. Na hyby v nìkterýh se pøi¹lo brzy, nìkteréodolaly déle. I kdy¾ v¹ehny byly ¹patnì, vìt¹ina z nih byla pouèná tím, ¾e ukazovala pøíkladytvrzení ekvivalentníh Eukleidovu postulátu. Jedním z nejznámìj¹íh takovýh tvrzení je pouèka,¾e souèet úhlù v trojúhelníku je roven 180Æ. Kupodivu staèí po¾adovat pouze to, aby souèet úhlùu v¹eh trojúhelníkù byl roven té¾e konstantì. Eukleidùv postulát také plyne z po¾adavku, ¾eexistují dva podobné, nikoliv v¹ak shodné trojúhelníky (tzv. Wallisova6 pouèka). Na zaèátkuzmiòovaný F. Bolyai ukázal, ¾e 5. postulát je ekvivalentní s tvrzením, ¾e libovolnými tøemi bodynele¾íími v pøíme lze vést kru¾nii. Dále, jak ka¾dý ví, délka strany pravidelného ¹estiúhelníkaje rovna polomìru kru¾nie jemu opsané. A to je dal¹í ekvivalentní pøepis.Takto slavní matematikové hrlili jednu vìtu za druhou, a proto¾e nebyli shopni 5. postulátdokázat, dospívali postupnì k názoru, ¾e se ani dokázat nedá. V roe 1829 N. I. Lobaèevskij7pøi¹el s pøevratnou praí O naèalah geometrii, v ní¾ popisoval neeukleidovskou geometrii a okterou, jak to tak bývá, nikdo nejevil zájem. Jeho popis byl èistì axiomatiký, my pro sna¾¹í6John Wallis (1616{1703), od roku 1643 do smrti profesor geometrie v Oxfordu.7Nikolaj Ivanoviè Lobaèevskij (1793{1856), profesor v Kazani. Pozdìj¹í prameny v¹ak uvádìjí,¾e se narodil 1. 12. 1792, podle je¹tì pozdìj¹íh dokone 20. 11. 1792; druhá nesrovnalost je v¹akpravdìpodobnì zavinìna rozdílem gregoriánského a juliánského kalendáøe.2



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 Apohopení nebudeme budovat teorii, ale rovnou model neeukleidovské geometrie, tj. geometrie,kde je 5. postulát nahrazen po¾adavkem:þKe ka¾dé pøíme a ka¾dému bodu mimo ní lze véstalespoò dvì rovnobì¾ky proházejíí tímto bodem.ÿV dal¹ím textu se budou místy objevovat slova jako þvezmu dostateènì malé èísloÿ a þvyjde mito témìø pøesnìÿ. Ti z vás, kteøí u¾ jsou seznámeni s pojmem limita, v¾dy si ji tam v konkrétnímpøípadì pøedstavte; ostatní neh» to hápou tak, ¾e beru stra¹nì malá èísílka, tak malá, ¾e kdybymi to nevy¹lo tak pøesnì, jak hi, vezmu si je¹tì men¹í. Smysl rèení je v tom, ¾e ono mi to prodostateènì malé èísílko vyjde.Soubì¾nì s modelem Lobaèevského geometrie L budu zavádìt model geometrie eukleidovskéE . To, ¾e urèitý objekt budu hápat ve smyslu Lobaèevského geometrie, budu znaèit zmìnoupísma, tj. budu psát pøímka, kru¾nie, apod. Body v E budou obvyklé body reálné roviny, tj.f[x; y℄;x; y 2 Rg, body v L budou body poloroviny, tj. f[x; y℄;x; y 2 R; y > 0g � fz 2 C ; Re z >0g, kde C znaèí komplexní èísla a Re z je reálná èást èísla z. Pøímku v E mù¾eme hápat jakomno¾inu tìh bodù [x; y℄, pro které y = kx+  (k;  jsou reálné konstanty). To nám ale nikteraknenapovídá, jak by mìly vypadat pøímky v L. V¹ímejme si tedy vlastností pøímek v E . První,o nás napadne, je to, ¾e ji mù¾u po sobì posouvat, tj. ¾e je v¹ude stejnì køivá. V E u¾ takovouvlastnost mají jen kru¾nie. V dal¹ím ale uká¾eme, ¾e v L takovou vlastnost má i jiný objekt.To, ¾e je pøímka rovná, je v jistém smyslu harakteristika toho, ¾e je to nejkrat¹í spojniesvýh bodù, tj. potøebujeme si rozmyslet pojem vzdálenosti. V E se vzdálenost dvou bodù zavedeelkem jednodu¹e tím, ¾e øeknu: body [x; y℄, [x0; y0℄ jsou od sebe daleko p(x� x0)2 + (y � y0)2.Existuje ale i jiný, ra�novanìj¹í zpùsob. Vezmu si dva body A, B pevnì a prohlásím, ¾e majívzdálenost 1. Pro ka¾dé k kladné reálné si vezmu systém zobrazení �k, které nazvu podobnostis koe�ientem k (prvky systému jsou zobrazení � : E ! E ). Pro v¹ehny taková � z �k de�nuji,¾e body �(A) a �(B) jsou od sebe daleko k-krát tolik, o A a B, Rozmyslete si, ¾e k tomu,abyh mohl urèit vzdálenost libovolnýh dvou bodù, mi staèí, aby systém f�k;k 2 R+g mìl tytovlastnosti: z bodù A, B se musím dostat do jakékoliv jiné dvojie bodù; kdy¾ mám � 2 �k a% 2 �l, pak jejih slo¾ení � Æ% je z �kl; kdy¾ se do stejnýh bodù dostanu víe zpùsoby, výslednýkoe�ient podobnosti musí být stejný;8 a koneènì, ke ka¾dé podobnosti � s koe�ientem k existujeprávì jedna podobnost inverzní,9 která má naví koe�ient 1k . Podobnosti s koe�ientem 1 budunazývat shodnosti.V E se dají v¹ehny shodnosti získat pomoí maximálnì tøikrát provedeného zradlení (vizpøíklady na koni textu) a základní podobnost je stejnolehlost. Ná¹ model L teï opatøíme tìmitoshodnostmi: eukleidovskou osovou soumìrností podél pøímek rovnobì¾nýh s osou y a kruhovouinverzí10 kolem kru¾ni (polokru¾ni) se støedy na ose x. (Mo¾ná Tì napadne, proè za shodnost8V¹imnìte si, ¾e skládáním se koe�ienty násobí.9Zobrazení % je inverzní k �, pokud � Æ % = id, % Æ � = id, kde id znaèí identitu.10Kruhová inverze je takové zobrazení urèené kru¾nií k se støedem s a polomìrem r, kteréka¾dý bod x mimo s zobrazí na takový bod ~x, ¾e s; x; ~x le¾í na pøíme a vzdálenost x od snásobená vzdáleností ~x od s je pøesnì r2. Její elementární vlastnosti jsou tyto: je sama sobìinverzním zobrazením, kru¾nie neproházejíí bodem s zobrazuje na kru¾nie, kru¾nie, kterébodem s proházejí, zobrazuje na pøímky, body z k nehává na místì. Tj. má podobné vlastostijako eukleidovská osová soumìrnost. 3



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 Apova¾ovat nìo tak exotikého, jako je kruhová inverze. Ona je toti¾ z hlediska komplexní analýzyvelmi hezké a pøirozené zobrazení, v C se dá hápat jako r2=(�z � s), kde r je polomìr kru¾nie,kolem které dìlám inverzi, s je její støed, �z je èíslo komplexnì sdru¾ené k z.) Podobnost zavedujen pro body tvaru [0; a℄, a to tak, ¾e �([0; a℄) = [0; ak℄ je podobnost s koe�ientem k.11 U¾ mizbývá jen prohlásit, ¾e body [0; 1℄, [0; e℄ mají vzdálenost 1.Abyh urèil vzdálenost dvou bodù a, b, musím na nì nìjak zobrazit body [0; 1℄, [0; e℄. To se dáudìlat tak, ¾e a, b zobrazím na [0; 1℄, [0; e℄ pomoí f a vezmu inverzní zobrazení f�1. Zobrazeníf najdu takto: neh» body a; b le¾í na nìjaké polokru¾nii se støedem na ose x protínajíí osux v bodeh A;B, uva¾uji polokru¾nii k s dvojnásobným polomìrem a støedem v A. Kruhováinverze kolem k mi a; b pøevede na body le¾íí na pøíme rovnobì¾né s osou y, pou¾iji zradlení,abyh je dostal pøímo na osu y, dále euklidovskou stejnolehlost (v¹imnìte si, ¾e je to slo¾enídvou inverzí kolem kru¾ni o stejném støedu a rùzném polomìru), abyh jeden z bodù zobrazilna [0; 1℄ a nakone pobobnost, abyh druhý bod zobrazil na [0; e℄.12 Vzdálenost a; b pak budepøevráená hodnota koe�ientu podobnosti, které jsem pou¾il. Po hvíli výpoètù se dá zjistit, ¾ebody [0; x℄; [0; y℄ mají vzdálenost j ln xy j:Právì de�novaná vzdálenost, pøesto¾e se to na první pohled nezdá, úze souvisí s normálníeukleidovskou vzdáleností. Ono toti¾ pro dva body, které jsou ds daleko v eukleidovském smyslu(ds malé), vyjde jejih vzdálenost v L skoro pøesnì ds=y, kde y je eukleidovská vzdálenost odosy x. (Spoète se to buï pomoí vztahu ln(1 + x) := x + x22 + x33 pro x := 0, nebo to vyplynez geometriké úvahy.)

11Není to tedy pøesnì ten systém zobrazení, který jsem uva¾oval v obeném pøípadì, podob-nost s koe�ientem jiným ne¾ 1 toti¾ není de�novaná na elém E . Ukazuje se v¹ak, ¾e systémshodností je natolik bohatý, ¾e vzdálenost mù¾u korektnì de�novat.12Pokud a; b jsou na pøíme rovnobì¾né s osou y, tak samozøejmì mám prái snaz¹í a nemusímv prvním kroku dìlat ¾ádnou kruhovou inverzi; obdobnì, pokud a; b le¾í pøímo na ose y, atd.4



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 ASeriál | Lobaèevského geometrie, 2. èástþAutor, jak se zdá, si postavil za íl psát tak, aby mu nebylo vùbe rozumìt.ÿM.V. Ostrogradskij (1801{1861)þAle mù¾e se nìkdo zeptat: naè psát nebo dokone tisknout takové nejapné fantasie.Na tuto otázku je tì¾ko odpovìdìt.ÿ Neznámý kritik13U¾ vím, o to je vzdálenost dvou bodù, je¹tì byh rád vìdìl, o to je délka køivky. Køivka 'pro mì v E i v L bude znamenat mno¾inu bodù, která þpøipomíná zkrouený provázek.ÿ V E simù¾u ' nahradit lomenou èarou, tu zmìøím a získám tím nìo, o je skoro délka '. Udìlám to taki v L, vezmu koneènì mnoho bodù, zjistím, jak jsou od sebe daleko, a výsledky posèítám. Tutoproeduru udìlám pro v¹ehny mo¾né koneèné výbìry bodù na køive a ze získanýh výsledkùvezmu tzv. supremum.14 Laiky øeèeno, délka køivky je témìø toté¾, o délka lomené èáry, kterámá hodnì bodù zlomu, pøièem¾ ty body jsou na køive dostateènì hustì.Vra»me se teï k pùvodnímu problému, o to je pøímka. V E se pøímky shodností zobrazují napøímky (obdobné tvrzení platí i pro jiné objekty: kru¾nie se zobrazují na kru¾nie, trojúhelníkyna trojúhelníky, : : : ), bude tedy rozumné to tak htít i v L. Pøímky v E realizují vzdálenost mezika¾dými dvìma svými body | tj. pro libovolné dva body pøímky platí, ¾e køivka nejkrat¹í délky,která je spojuje, je elá èástí na¹í pøímky. To u¾ v na¹em pøípadì staèí. Proto¾e jeden z axiomùzní, ¾e ka¾dými dvìma body lze vést právì jednu pøímku, staèí urèit, jaká pøímka spojuje body[0; 1℄; [0; 2℄. V¹ehny ostatní pøímky získám pøenesením této význaèné pøímky pomoí shodností.A proto¾e Lobaèevského geometrie není zas tak odli¹ná, hledaná pøímka je právì osa y (pøesnìji tajejí èást, která le¾í v na¹em modelu, tj. kladná poloosa; tohoto zjednodu¹ení se obèas dopustíme).Struèné ovìøení by mohlo být následujíí | sporem, neh» je to jiná køivka. Vezmu si lomenouèáru, která mi její délku aproximuje dostateènì pøesnì. Èáru shodnostmi narovnám, aby bylarovnobì¾ná s osou y a pøitom bod [0; 1℄ zùstal na místì. Není tì¾ké se pøesvìdèit, ¾e bod [0; 2℄ sezobrazí na [0; a℄, kde a > 2, tj. lomená èára je mezi [0; 1℄; [0; 2℄ del¹í ne¾ úsek na ose y, o¾ je vesporu s vlastností pøímky. Proto¾e podobnou úvahu mohu provést pro libovolnou dvojii bodù[0; r℄,[0; s℄, je osa y skuteènì pøímka.Snadno se pøesvìdèíte, ¾e pøímky v L jsou právì polopøímky rovnobì¾né s osou y a bez po-èátku, který by byl na ose x a polokru¾nie se støedy na ose x. To je dal¹í paralela s eukleidovskougeometrií | v E byly shodnosti osové soumìrnosti podél pøímek, kruhová inverze v L je nìojako osová soumìrnost kolem osy tvoøené polokru¾nií.Jak si prostor L pøedstavit? Rozumná pøedstava je napø. taková, ¾e témìø v¹ehna hmota jenatìsnána v blízkosti osy x a èím jsem od ní dál, tím je prostor øid¹í. Tím se vysvìtluje, ¾e pøiosové soumìrnosti se hmota neztráí, i kdy¾ skoro elý prostor zobrazím do libovolnì maléhopùlkruhu (i v nìm je hmoty þnekoneènìÿ). Obdobnì, kdy¾ hi jít o nejsnáze z bodu A do bodu13Oba itáty pohází z kritiky na Lobaèevského prái O naèalah geometrii, ale hodí se i nanìkteré jiné texty (tento nevyjímaje | pozn. red.).14tj. èíslo vìt¹í nebo rovno ne¾ v¹ehny mé výsledky, ale zároveò nejmen¹í ze v¹eh takovýhèísel, které mají tuté¾ vlastnost | uèenì se tomu øíká nejmen¹í horní závora.5



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 AB, beru to na první pohled oklikou, proto¾e hodím radìji øid¹ím prostøedím, kde jsem ryhlej¹í.15Paralely L s E ov¹em nekonèí u pøímek, pokraèují dále, a to místy a¾ pøekvapivì. Kru¾nie v L(tj. mno¾ina bodù, které mají od jednoho pevného bodu konstantní vzdálenost) je opìt kru¾nieve smyslu E , av¹ak s jiným støedem. Dùkaz tohoto faktu lze nalézt v autorském øe¹ení prvníseriálové série.Dále splývá i mìøení úhlù. Polo¾me si otázku, o to je úhel? Úhel, který svírají dvì pøímky,je délka oblouku, který vytínají z kru¾nie se støedem v prùseèíku, dìlená jejím polomìrem. Proobené protínajíí se køivky se jejih odhylka de�nuje jako odhylka jejih teèen ve spoleènémbodì. Teènou (v E i v L ) budu rozumìt pøímku (resp. pøímku), která má s køivkou dotekprvního øádu, neboli je nerozli¹itelná od pùvodní køivky, jsem-li dostateènì blízko bodu dotyku.Pøesnìji, kdy¾ jsem ve vzdálenosti ds od teèného bodu, pak pro odhylku dt teèny od køivky platídt=ds := 0 pro malá ds. Obdobnì, dva objekty mají dotek k-tého øádu, pokud dt=dsk := 0. Toteï vyu¾iji k obené de�nii úhlu: je to podíl délky oblouku, který køivky vytnou na kru¾nii sestøedem v prùseèíku a polomìru dané kru¾nie, pro dostateènì malý polomìr. V této de�nii u¾nepotøebuji ¾ádnou teènu, nezále¾í tedy na tom, jsem-li v E nebo ne, mù¾u tak tedy mìøit úhlyv L. Vzhledem k tomu, ¾e na malýh vzdálenosteh mìøím v L stejnì jako v E (a¾ na násobenínìjakou konstantou), vyhází mi podíl pøi poèítání odhylky køivek stejnì, a» se na køivky dívám,jako by byly v E nebo v L. V¹imnìte si, ¾e kruhová inverze zahovává velikosti úhlù, ale mìníjejih orientai.16Co vlastnì z dosavadního povídání plyne? Kdybyh byl tvoreèek, který nikdy nepøekroèí jistoumez (napø. ve vesmíru byh mohl provádìt pouze mìøení na Zemi), úplnì klidnì byh si vystaèils eukleidovskou geometrií, a nejen to, ani byh nebyl shopen poznat, jestli svìt kolem se øídízákonitostmi geometrie eukleidovské nebo Lobaèevského. Uvìdomte si toti¾, ¾e na dostateènìmalýh vzdálenosteh je i kru¾nie þk nerozeznáníÿ od pøímky.Budujme model L dál. Eukleides pøímky nazýval rovnobì¾nými, pokud se nikde neprotínají.Je snadno vidìt, ¾e takovýhto rovnobì¾ek lze k dané pøíme v L vést spoustu. Zkusme tedy hle-dat nìjakou lep¹í de�nii rovnobì¾nosti. Rovnobì¾ky mají v E také tu vlastnost, ¾e jsou od sebev¹ude stejnì daleko. Mno¾inám bodù, které mají stejnou vzdálenost od dané pøímky, øíkejmeekvidistanty; jejih vzdálenosti od þmateøské pøímkyÿ øíkejme vý¹ka. Zkoumejme ekvidistantyv L. Pro jednoduhost vezmìme za základní pøímku osu y. Tvrdím, ¾e ekvidistantou je právìka¾dá dvojie polopøímek s poèátkem v bodì [0; 0℄ s odhylkou � od osy y. K tomu staèí uká-zat, ¾e podobnosti se støedem na ose x jsou v L shodnosti. A skuteènì, staèí uva¾ovat slo¾enídvou kruhovýh inverzí kolem kru¾ni s polomìry q 1k a 1 se stejným støedem a dostanu podob-nost s koe�ientem k. Kolem pøímky ve tvaru polokru¾nie má ekvidistanta tvar dvou obloukùkru¾nie.Stojí za pov¹imnutí, ¾e ekvidistanty nejsou pøímky v L, a pøesto se dají samy po sobì posouvat(tj. existují shodnosti, které je zahovávají a pøitom jakýkoli bod ekvidistanty mù¾u jejih u¾itímzobrazit na ka¾dý jiný). Dá se dokone dokázat, ¾e v neeukleidovské geometrii to ani pøímky být15V¹imnìte si, ¾e toto odpovídá þfyzikálním pøímkámÿ, tj. køivkám, po nih¾ se ¹íøí svìtlo.Typiký pøíklad þfyzikální pøímkyÿ, která není pøímka, je paprsek odra¾ený od zradla.16Velikost úhlu je urèená obloukem na kru¾nii, orientae úhlu závisí na tom, jakým smìremten oblouk proházím. 6



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 Anemù¾ou a ¾e to s kru¾niemi a pøímkami jsou jediné objekty s konstantní køivostí (viz ní¾e).Je vidìt, ¾e kdy¾ k þ¹ikmé pøímeÿ hledám pøímku, která by s ní byla ekvidistantní, najduv¾dy jen jednu takovou. Dal¹í zajímavá vlastnost ekvidistant je tato | mají-li rùznou vý¹ku (anezále¾í dokone ani na tom, od které þmateøské pøímkyÿ), nemù¾u ztoto¾nit (tj. pøevést na sebeshodností) ani jejih èásti; jsou nìo jako kru¾nie rùznýh polomìrù. Tady je tøeba opìt peèlivìrozli¹ovat mezi þshodnostíÿ a þshodnostíÿ. Ekvidistanta k pøíme tvaru polokru¾nie je kruhovýoblouk, který je urèen svým støedem a polomìrem. Není ale tì¾ké, najít jinou pøímku a k níekvidistantu, která je kruhovým obloukem stejného polomìru. Eukleidovskými shodnostmi jsoutedy na sebe pøevoditelné (alespoò jejih èásti), shodnostmi v L v¹ak nikoli.Fakt, ¾e se dá køivka po sobì libovolnì posouvat, úze souvisí s tím, jak je ta køivka þkøiváÿ.Polo¾me si tedy opìt zásadní otázku, o je to vlastnì køivost. V E se dá køivost hápat takto:v daném bodì s køivky ' sestrojím kru¾nii, která má s køivkou dotyk druhého øádu a vezmu sipøevráenou hodnotu jejího polomìru | èím prudèeji zahýbám, tím je køivost vìt¹í. Pøímka (há-paná jako kru¾nie s nekoneèným polomìrem) má køivost 0. Podrobnìj¹í analýzou slov þprudezahýbatÿ dostaneme toto | vezmu si jeden vektor s poèátkem v s pevnì (øíkejme mu ~v), zmìøímúhel �(s) mezi ním a teènou k ' v s, posunu se do bodu s+ ds, zmìøím �(s+ ds) a spoètu k(s)= �(s+ds)��(s)ds pro malé ds.17 Èíslo k(s) prohlásím za køivost ' v bodì s. Pøedpokládám, ¾e dsje ve v¹eh bodeh s stejné, tj. ¾e probíhám køivku poøád stejnou, jednotkovou ryhlostí.Dopustil jsem se men¹ího podvodu, kdy¾ jsem tvrdil, ¾e zmìøím �(s + ds). V bodì s + dstoti¾ ¾ádný vektor nemám, i kdy¾ je elkem jasné, jak tam vektor ~v dostat. To je klíè k de�niikøivosti v obeném pøípadì. Mám bod s a s + ds, v bodì s vektor ~v(s). Body s a s + ds mámspojeny pøímkou p, a tak vektor ~v(s+ ds) de�nuji jednodu¹e tak, aby s p svíral stejný úhel jako~v(s). Uèenì se tomu øíká paralelní pøenos, a i kdy¾ je tento zpùsob pøirozený, rozmyslete si, ¾eobenì není jednoznaèný (napø. kdy¾ jsem na kouli a hi se dostat z rovníku na pól, tak zále¾ína estì, kterou tam vektor pøená¹ím). Teï u¾ je jasné, jak zmìøit �(s+ ds) a pak spoèítat k(s).Aby pøí¹tì bylo lépe vidìt do de�nie køivosti plohy, uvìdomte si, ¾e jsem-li v E , tak vlastnìmísto libovolného vektoru ~v lze vzít jeden speiální, a to jednotkový teèný vektor. Nìkde vedlesi nakreslím jednotkovou kru¾nii a v jejím støedu jednotkový vektor ~w rovnobì¾ný s ~v. Jak popøímkáh pøená¹ím ~v do sousedníh bodù køivky ', konový bod ~w rotuje po jednotkové kru¾niia já zkoumám, jak velkou èást z ní objel. To je právì hodnota �(s+ ds)� �(s).Kdyby køivka byla ulo¾ena v prostoru vìt¹í dimenze ne¾ 2, nahradím ji køivkou, která u¾v rovinì le¾í | vezmu tøi dostateènì blízké body, ty mi urèí rovinu, køivku do této roviny kolmopromítnu a køivost mìøím u¾ jen na té promítnuté køive.Z obrázku se dá zjistit, ¾e kru¾nie (v E i v L) mají køivost rovnu 1=r, kde r je eukleidovský (!)polomìr. Pøirozenì, pøímky mají køivost 0. I v obenýh pøípadeh jsou køivky s nulovou køivostíprávì ty, je¾ jsou pro dostateènì blízké body jejih nejkrat¹í spojnií. �Kdy¾ dvì køivky mají dotyk druhého øádu, mají v bodì styku stejnoukøivost (proto¾e jsem ji mìøil jen ve velièináh prvního øádu). Odtud pakplyne pùvodní návod na poèítání køivostí | pro ka¾dou rozumnou køivkutoti¾ v ka¾dém bodì najdu vhodnì se pøimykajíí kru¾nii nebo pøímku.17k(s) sie závisí na tom, jak velké si zvolím ds, ale dá se ukázat, ¾e pro dostateènì malá dsu¾ se k(s) témìø nemìní. 7



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 APopis obrázku: k je kru¾nie, její¾ køivost mìøíme, Se její eukleidovskýstøed, Sl její støed v L. Bod s = [0; 1℄, o¾ si mù¾eme dovolit díky pøená¹enípomoí shodností. Poèáteèní vektor ~v je þteènýÿ ke k, do bodu s + ds hopøená¹ím pomoí kru¾nie K. Dále ~t znaèí þteènýÿ vektor ke k v s+ ds, ~� jeodhylka ~v(s + ds) a ~t. Pro malá � platí: ds _=r� a proto¾e K má dostateènì velký polomìr, je� _=~�. Tedy køivost v s je skuteènì rovna r�1.
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A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 ASeriál18 | Lobaèevského geometrie, 3.èástþNa první pohled se dá øíi, ¾e pouèky geometrie, ji¾ jsem nazval pomyslnou geome-trií, jsou v¹eobenì protimyslné; tu musím podotknout, ¾e i kdy¾ sebeví odporují na¹impøedstavám a zvykùm, pøee jen jsou po logiké stráne zela bezesporné.ÿNikolaj Ivanoviè LobaèevskijMilý vìrný ètenáøi! Zejména ze strany organizátorù se ozvalo nìkolik námitek ohlednì srozu-mitelnosti textu, proto mi na úvod dovol nìkolik slov. Vzhledem ke svému rozsahu, tento textnemohl být nikdy vyèerpávajíím pohledem na Lobaèevského geometrii, proto jsem se rozhodl, ¾ebude pouze jakýmsi úvodem, který ale zasáhne i do pokroèilej¹íh partií matematiky a relativnìelegantnì tak uká¾e nìkteré základní vlastnosti neeukleidovské geometrie.Na úvod malé opakování. Zavedli jsme model L, umíme v nìm mìøit vzdálenosti a úhly, víme,o je pøímka a jak vypadají kru¾nie, umíme urèit køivost køivky. Dal¹í pøirozeným pojmem prozkoumání je køivost plohy.Pro jednoduhost uva¾ujme kouli o polomìru R v Euklidovském prostoru R3. V¹imnìme sizákladního rozdílu mezi sférou a kru¾nií. Èást kru¾nie mù¾u narovnat, nikdy se mi to alenepovede u sféry. Zakøivení tedy je vlastnì to, jak mo se li¹í sféra od svého jakoby narovnání.Pøesnìji, kdy¾ si vezmu kruh s (malým) polomìrem r (mìøeno na sféøe), zmìøím jeho obsah aporovnám s obsahem kruhu v E se stejným polomìrem, zjistím, ¾e se li¹í a¾ v øádu r3, a to o 1R2(krát nepodstatná konstanta). Pøesnì øeèeno, obsah kruhu o velmi malém polomìru r na sféøeje �r2 � �12R2 r3 + osi:r4 + � � � . Pro malé r jsou èleny s r4 mnohem men¹í ne¾ èleny s r3, lze jetedy þs klidným svìdomímÿ zanedbat.Køivost mù¾u harakterizovat i tak, ¾e vezmu kru¾nii, zmìøím její délku na sféøe, porovnáms odpovídajíí kru¾nií v E a vyjde mi, ¾e se zase li¹í a¾ u koe�ientu u r3 a a¾ na konstantuzase o 1R2 . Pak mì napadne porovnat polomìr r s èíslem 1k (k je køivost mé kru¾nie), o¾, jakjsme vidìli, je euklidovský polomìr kru¾nie se stejnou køivostí. A opìt dostanu tentý¾ výsledek.Ukazuje se, ¾e to není náhoda a ¾e èíslo 1R2 je pro sféru harakteristiké (je to i logiké, jestli¾e siuvìdomíme, ¾e køivost kru¾nie je 1R ) a je to právì její køivost; øíká se jí hlavní (nìkdy Gaussova)køivost.19Gaussova køivost se øadí mezi takzvané vnitøní vlastnosti plohy, tj. takové, které závisí jenna plo¹e a nikoli na tom, jak je ploha ulo¾ená v prostoru.20 Napø. rovina, vále i ku¾el mají18Do elého seriálu se mi nepovedlo vmìstnat aplikae probírané teorie. Na první pohled setoti¾ mù¾e zdát, ¾e je to pouze matematiká høíèka bez praktikého uplatnìní. Skuteènì, v po-èátíh této teorie na ní bylo takto opovr¾livì pohlí¾eno. A¾ s rozvojem moderní fyziky se nee-ukleidovské geometrii dostalo zadostiuèinìní. Stala se základním nástrojem pro popis gravitae.A mezi námi matematiky, obená teorie relativity není ni jiného ne¾ geometrie.19V¹ehny tyto postupy na výpoèet køivosti spadly z nebe. Pøesto vìø, ¾e mají logiká vy-svìtlení a neuvádím je zde jen proto, ¾e jsem v tìhto místeh oprávnìnost výèitek svýh kolegùohlednì nesrozumitelnosti uznal.20þV praxiÿ to znamená, ¾e jako dvourozmìrný èlovíèek ¾ijíí na té plo¹e jsem shopný její9



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 Astejnou, nulovou køivost. To je zpùsobeno tím, ¾e se dají na sebe vzájemnì rozvinovat. Obenì,dvì plohy mají stejnou køivost právì tehdy, kdy¾ jednu z druhé lze dostat þkrouenímÿ, kterézahovává délky.21Vra»me se opìt k na¹emu modelu. Porovnáním polomìru v L a polomìru stejné kru¾niev E dostaneme, ¾e køivost L je �1. Skuteènì, vezmìme kru¾nii se støedem v [0; 1℄ a s malým(euklidovským) polomìrem r. Tato kru¾nie protne osu y v bodeh [0; 1 � r℄ a [0; 1 + r℄22. Jejípolomìr je (pro úpravy vyu¾ijeme tzv. Taylorova rozvoje funke ln)12 ln �1 + r1� r� = 12 ��r + r22 + r33 + � � ��� ��r + r22 � r33 + � � ��� = r + r33 + � � � :A proto¾e tentokrát je þnepodstatnáÿ konstanta rovna �3, je køivost na¹eho modelu �1.Tady je dùvod, proè se Lobaèevského geometrii øíká hyperboliká. Sedlový bod hyperboloidu23má toti¾ zápornou køivost. K na¹í smùle elý hyperboloid není model L, ale alespoò lokálnì jejza model mù¾eme brát. Stojí za zmínku, ¾e v R3 neexistuje ploha, která by mìla pøesnì stejnévlastnosti jako L, dá se v¹ak ukázat, ¾e v Rn pro n � 4 u¾ taková ploha existuje (a její projekedo R3 pøipomíná hyperboloid).Uva¾ujme trojúhelník, tj. trojii bodù, navzájem spojenýh geodetikami. Teï si mù¾u zaèíttrohu hrát, vezmu si nìjaký vektor ve vrholu trojúhelníka, pøenesu ho do druhého, pak dotøetího a nakone zpátky. Ke svému zdì¹ení ale objevím, ¾e jsem nedostal pùvodní vektor a¾e odhylka od pùvodního vektoru je24 � + � +  � �, kde � , �,  jsou vnitøní úhly. Gauss{Bonnetova vìta (pohází z aparátu difereniální geometrie a pøi dùsledném zavedení køivosti jeto jen triviální dùsledek de�nie) tvrdí, ¾e to tak je správné a ¾e tento rozdíl se rovná køivostimodelu násobené obsahem trojúhelníka. Tedy obsah trojúhelníka je � � (� + � + ).Na jednu stranu na tom není ni pøekvapivého, uva¾ujeme-li sféru o polomìru 1, pak mákøivost 1, trojúhelník je na sféøe trojie bodù spojená hlavními kru¾niemi, jeho obsah se dárelativnì snadno spoèítat a vyjde (�+ � +  � �):12. Ná¹ model Lobaèevského geometrie se dáformálnì zavést úplnì stejnì jako geometrie sfériká, s tím rozdílem, ¾e polomìr sféry, po kterése pohybuji, je imaginární jednotka25 i. Radìji nebudu rozvádìt, o to pøesnì znamená, uvedupouze, ¾e køivost imaginární sféry pak je �1 a existuje tedy jakési þkroueníÿ, které ji pøevede namodel L (pøesnìji na plohu v Rn zmínìnou vý¹e). A proto¾e obsah troúhelníka na imaginárnísféøe vy¹el (�+ � +  � �):i2, je to pøesnì to, o jsme získali pomoí Gauss{Bonnetovy vìty.V¹imnìte si nìkolika vìí. Za prvé, v rovinì je odhylka vektorù nulová | mám krásný zpùsob,jak pøená¹et vektory, dìlám to jednodu¹¹e po pøímkáh, pøená¹ení mù¾u libovolnì skládat a kdy¾mám víe mo¾ností, jak se nìkam dostat, nezále¾í na tom, kterou z nih si vyberu. Na obenékøivost nìjakými prostøedky zmìøit, ani¾ plohu opustím.21Toto þkroueníÿ zahovává v¹ehny podstatné lokální vlastnosti, tj. ty, které mohu zjistit,kdy¾ znám by» jen malilinký kousek plohy. Bohu¾el u¾ nezahovává vlastnosti globální, tak¾etøeba na váli existuje uzavøená geodetika, zatímo v rovinì ne.22Zase a¾ na zanedbání èlenù vy¹¹íh øádù.23Ti z Vás, kdo neví, o je hyperboloid, si jej mohou pøedstavit jako jezdeké sedlo.24V¹e se bere v radiáneh.25Platí i2 = �1. 10



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 Aplo¹e jsme si sie také ukázali v jistém smyslu kanoniký zpùsob (pøená¹ení po geodetikáh), jeale vidìt, ¾e pøená¹ení u¾ nemù¾u skládat a èekat pøi tom hezké vlastnosti. Za druhé, rovina mákøivost 0, je to jako byhom byli na povrhu koule s nekoneènì velkým polomìrem.26 To, ¾e sepak nedají poèítat obsahy z Gauss{Bonnetovy vìty je zpùsobeno tím, ¾e v¹ehny trojúhelníkyjsou vzhledem k polomìru nekoneènì malé a jako takové nerozli¹itelné. (Pøípadnì jsme na koulis jednotkovým polomìrem, ale jsme nekoneènì malí.) To je pøíklad toho, ¾e s nekoneènem sinelze jen tak beztrestnì pohrávat. Za tøetí, pøedhozí odstave dává návod, jak spoèítat obsahlibovolné oblasti ohranièené geodetikami (tøeba tím, ¾e pou¾iji triangulai) a proto¾e praktikyka¾dou køivku mù¾u libovolnì pøesnì nahradit lomenou èarou, spoètu tak obsah ka¾dé oblasti.Dále, jestli¾e po podobnosti heme, aby natahovala v¹ehny vzdálenosti a tedy i obsahy, apøitom zahvávala úhly, nezbývá nám ne¾ konstatovat, ¾e ¾ádné takové zobrazení v L neexistuje.Proto jsem v první èásti seriálu þpodobnostiÿ de�noval tak zvlá¹tnì.27 Neexistene podobností(jako zobrazení z L do L) má dalekosáhlé dùsledky. Jedním z nejdùle¾itìj¹íh je existene takzvanéabsolutní délky.Pøibli¾me si to nejprve v Eukleidovské geometrii na úhleh. V rovinì toti¾ nezávisle na tom,jaké mám mìøítko (a to jak úhlové tak délkové), existuje konstruke, která mi v¾dy sestrojíúhel �2 , resp. 90 stupòù. Je proto logiké, vzít pravý úhel za jednotku mìøení (ale kdo by dnespou¾íval gradiány, ¾e?). Není jednoduhé to dokázat, ale neexistuje konstruke, která by bezpou¾ití mìøítka zkonstruovala úseèku délky 1. Situae v na¹em modelu L je zela odli¹ná. Prosna¾¹í vyjadøování de�nujme pojem soubì¾ky k dané pøíme. To je taková pøímka, která pùvodnípøímku neprotíná, ale protíná (tj. má s ní spoleèný bod právì na ose x). Je to vlastnì krajnípøípad rovnobì¾nýh pøímek.V L nejen¾e umím sestrojit úhel �2 , umím té¾ sestrojit následujíí (jedná se vlastnì o meznípøípad trojúhelníka) { pøímky p; q; k, ¾e p je soubì¾ná s q, k je kolmá na p a k protíná q podúhlem28 �4 . Vlivem neexistene podobností je tato konstruke jednoznaèná v tom smyslu, ¾eúseèka, kterou mi na k vytnou pøímky p a q má poøád stejnou délku.29 Je nutno poznamenat, ¾eta délka není 1. Rozmyslete si, ¾e pøi zmìnì mìøítka tak, aby právì sestrojená úseèka mìla délku1 se v na¹em modelu zmìní pouze jeho køivost, a to je¹tì jen o do velikosti, záporná zùstane inadále.V tomto okam¾iku u¾ tedy máme vybudovaný pomìrnì silný aparát ke zkoumání na¹ehomodelu. Stále je ale tøeba mít na pamìti rozdíl mezi modelem L a Lobaèevskou geometrií jakotakovou. V L se mi kromì existene nekoneènì mnoha rovnobì¾ek povedla dokázat neexistenepodobností, ukázal jsem, ¾e existuje absolutní délka a ¾e obsah ka¾dého trojúhelníka je shoraomezen èíslem �, to je¹tì ale nemusí neznamenat, ¾e tak je tomu i v Lobaèevského geometrii.V L jsem pou¾íval moný nástroj | difereniální geometrii, v¹e z toho, o jsem zatím udìlal by¹lo provést i èistì abstraktnì, kdy¾ byhom vy¹li z axiomù a postupovali deduktivním zpùsobem.Zájemùm o neeukleidovskou geometrii byh vøele doporuèil dal¹í studium literatury s touto26Nebo na nekoneènì velikém hyperboloidu.27Ve skuteènosti jsem de�noval podonosti jen jako zobrazení z osy y do osy y.28Toto èíslo je tam víeménì z historikýh dùvodù.29Zji¹tìní, ¾e ne¾ijeme v eukleidovském svìtì by tedy vedlo k masovému propou¹tìní v ústa-veh pro míry a váhy a k jejih následné pøemìnì na muzea.11
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30tj. nejspí¹e jen organizátorùm31Omlouvám se v¹em, kteøí dosud nevìdìli, kam mají smìøovat své dìkovné dopisy.12


