Linearni algebra v kombinatorice

ALEXANDER ,,OLIN“ SLAVIK

ABSTRAKT. Linearni algebra je bezesporu jednim ze zakladnich kamenti vysoko-
skolské matematiky. Velmi dobfe ji vS8ak muzeme uplatnit i v nékterych elementar-
nich kombinatorickych tlohéach. Prispévek strucné seznamuje se zadkladnimi linedrné-
algebraickymi fakty a ukazuje typické tlohy, u kterych je mozné tato pozorovani s vy-
hodou aplikovat.

Strucny tvod do linearni algebry

Ze stiedni skoly zname definici vektort jakozto usporadanych dvojic ¢i trojic redlnych
Cisel. Linearni algebra tento koncept zobectiuje dvéma sméry: jednak jako vektory
chiapeme prvky libovolného wvektorového prostoru, jednak muze na misté realnych
éisel vystupovat libovolné téleso. Obé tyto algebraické struktury jsou pfirozenymi
zobecnénimi — pozadavky na né kladené jsou takové, aby se ,.chovaly“ podobné jako
zminény stfedoskolsky priklad. Pro tplnost uvedeme formélni definice.

Definice. Mnozinu F spolu s bindrnimi operacemi + a - a ,vyzna¢nymi“ prvky 0
a 1 nazveme (komutativnim) télesem, pokud pro vSechna x,y, z € F plati ndsledujici
vztahy:

i)
(ii) x4+ 0 ==,
(i) 2y =y,
(iv) z-1=u,
v) - (y—l—z)—x y+x-z,
(vi) existuje prvek —x € T takovy, ze a: + -z =0,
(vii) je-li = # 0, pak existuje prvek z—! € IF takovy, ze x - =1 = 1.

Béznymi télesy jsou napiiklad racionalni, redlna ¢i komplexni éisla (se standard-
nimi operacemi); jinym piikladem jsou télesa Z,, pro p prvocislo, kde se s¢itd a nasobi
modulo p.
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Definice. Necht F je téleso, V libovolnd mnozina, +:V xV -V a <FxV =V
binarni operace takové, ze pro vsechna a,b € F, u,v,w € V plati
(i) existuje prvek o € V takovy, Ze pro vSechnav € V jev+o=v,
(ii) existuje w € V takovy, ze v + w = o, znadime w = —v,
(iii) jev+w=w+v,
(iv) (u+v)+w=u+(v+w),
(v) a-(b-v)=(a-b)-v
(vi) 1-v =1,
(vil) a- (v+w) =a-v+ta-w,
(viii) (a+b)-v=a-v+b-v.
Pak étverici (V, 4+, -, 0) nazveme vektorovgm (i linedrnim) prostorem nad F. Prvky
télesa I se nékdy nazyvaji skaldry.

Pro kazdé téleso F a n € N mizeme ,vybavit“ mnozinu F"™ strukturou vekto-
rového prostoru tak, Ze s¢itani vektori a nasobeni skalary definujeme po slozkéch,
dostaneme tak tzv. aritmeticky vektorovy prostor. Jinymi ptiklady jsou napi. prostor

vSech posloupnosti prvka F ¢i obecnéji prostor vsech funkei z néjaké mnoziny M do
F.!

V nésledujicim bude vzdy V vektorovy prostor nad télesem F.

Definice. Je-li W podmnozinou V, pak nazveme W podprostorem V', pokud pro
libovolnad v,w € V a a,b € F plati av + bw € W.

Pro kombinatorické ivahy (a nejen pro ty) budou kruciélni pojmy linearni (ne)za-
vislosti, generovani a dimenze. Ponoime se tedy opét do svéta definic.

Definice. Necht M je podmnozinou V. Linedrnim obalem M rozumime mnozinu
(M) ={a1vi +asva+ -+ apvi | k €Nyja; € F,v; € M pro i < k}.

Snadno nahlédneme, 7e (M) je podprostor V; je to nejmensi podprostor V, ktery
obsahuje mnozinu M. Je-li (M) =V, pak Yekneme, ze M generuje V.

Definice. Rekneme, Ze vektory vi,vs,..., vy € V jsou linedrné nezdvislé, pokud
je splnéna nasledujici podminka: kdykoliv skalary a,as,...,ar € F spliiuji ayv; +
asvy + -+ -+ apvy = 0, pak jiz ag = a2 = --- = ar = 0. V opacném pfipadé jsou

vektory linedrné zdvislé. Mnozinu M C V nazveme linedrné nezavislou, pokud je
kazda (konefnd) sada vektort z této mnoziny linedrné nezavisla.

Definice. Mnozinu M C V, kterd je soucasné linedrné nezavisld a generuje V,
nazveme bazi V.

Pozorovani. Mnozina B C V je bazi V pravé tehdy, kdyz kazdy vektor z V Ize

jednoznacné zapsat ve tvaru aivy + asve + -+ + ag vy, kde vi,va, ..., v € B a
ay,as...,a; €F.
1Pokud chapeme usporddané n-tice jako funkce z mnoziny {1,...,n}, pak do tohoto konceptu

zapada i aritmeticky vektorovy prostor.
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Véta. Kazdy vektorovy prostor ma néjakou bazi; presnéji, kazdou linearné neza-
vislou mnozinu Ize doplnit na bazi. Vsechny baze daného vektorového prostoru maji
stejnou velikost (mohutnost) — toto ¢islo nazveme dimenzi prostoru a budeme znacit
dim V.

Daéle uz omezime své tvahy pouze na aritmetické vektorové prostory.

Definice. Skaldrni soucin vektori v = (v1,...,v,),w = (w1,...,wy,) € F" defi-
nujeme predpisem

VW = 01W1 + Vowa + -+ - + VW,

V kombinatorickych aplikacich budeme konfrontovani zpravidla s vektorovymi
prostory koneéné dimenze (tedy s kone¢nou bazi). V téchto situacich bude ustfednim
nastrojem nasledujici pozorovani:

Pozorovani. Kdykoliv mame sadu vice jak n vektoru z F", pak jsou jiZz nutné
linearné zavislé. Na druhou stranu, kdykoliv mame sadu méné jak n vektoru z F",
pak jiz nutné existuje vektor na tyto vSechny kolmy.

Ulohy

Uloha 1. V obdélnikovém sile s r fadami po s sedadlech (r > s) na néktera
mista zasedli lidé. Dokazte, Ze miZeme vybrat nékteré fady (nejméné jednu) tak,
aby v kazdém sloupci sedadel byl pocet lidi sedicich v téchto vybranych fadach sudy.

Uloha 2. V tabulce 5 x 5 jsou zapsana cela ¢&isla. Je dovoleno vybrat libovolny
¢tverec 3 X 3 nebo 2 x 2 a zvétsit v ném vsechna ¢isla o 1. Je vzdy mozné postupnym
provadénim téchto operaci dostat tabulku, v niz jsou vSechna ¢isla délitelnd 20117

Uloha 3. V fadé je N zarovek ocislovanych postupné 1 az N. Krokem rozumime
prepnuti t¥i zarovek, jejichz Cisla a, b, ¢ spliuji a + ¢ = 2b. Urcete vsechna N, pro
néz lze konecnou posloupnosti kroku vsechny zarovky zhasnout nezavisle na jejich

pocatecnim stavu. (1KS)
Uloha 4. Nechf a1, as,...,as, b1, ba,...,bs jsou ne nutné riizné ¢isla z mnoZiny
{1,...,10} takova, ze a; > b; pro i < 5. Doka’te, Ze potom existuji celd ¢isla
a1, ...,as ne véechna nulova takova, ze

Cll [e5] a2 [e5) a3 a3 Cl4 (o7} a5 &5_1
b1 b2 b3 b4 b5 -
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Uloha 5. (Lindstrémova véta, ,baby* verze) Jsou-li A1, ..., A,, podmnoZiny mno-
Ziny {1,...,n} a m > n, pak existuji dvé disjunktni mnoziny I;,I> C {1,...,m}
(z nichz je alespoii jedna neprézdnd) takové, ze

U 4= 4.
i€l i€ls

Uloha 6. (Lindstrémova véta) Je-li navic v predchozi iloze m > n+1, pak miizeme
navic pozadovat, aby platilo
() 4i=) A

ich i€y
Uloha 7. Necht piirozena &isla k, n spliuji ¥ < n a oznaéme S = {1,...,n}.
Necht Aj,..., A jsou neprazdné podmnoziny S. Dokazte, Ze je mozné obarvit né-

které prvky S dvéma barvami, ¢ervenou a modrou, tak, aby byly splnény nasledujici
podminky:
(i) kazdy prvek S je bud neobarveny, nebo je obarveny ¢ervené, nebo je obarveny
modfe,
(ii) alesponi jeden prvek S je obarveny,
(iii) kazda z mnozin A; (i < k) je bud celd neobarvend, nebo se v ni vyskytuje
alespon jeden prvek od obou barev. (VJIMC 2009)
Uloha 8. Necht n € Njesudéa Ay,..., A, C{1,...,n} maji viechny sudy pocet
prvka. Dokazte, Ze existuji dvé rznd ¢isla ¢, j < n takové, ze A; U A; mé také sudy
pocet prvku.
Uloha 9. V PraSestanu zije n € N obyvatel. Kolik nejvice obéanskych sdruzeni
mohou zalozit, pokud je legislativa v PraSestanu nasledujici:
(i) kazdé sdruzeni musi mit lichy pocet ¢lend,
(ii) kazda dvé sdruzeni museji mit sudy pocet spoleénych ¢lenti?
Uloha 10. Kvili pilis striktnim zédkontim probéhl v PraSestanu krvavy prevrat.
Aby se novy diktator zalibil lidu, vyhlésil pro ob¢anské sdruzeni tato nova pravidla:
(i) kazdé sdruzeni musi mit nové sudy pocet ¢lent,
(ii) kazda dvé sdruzeni museji mit stale sudy pocet spoleéngch ¢lent,
(iii) z4dna dvé sdruzeni nemohou mit tutéz ¢lenskou zakladnu.
Jaky je nejvétsi mozny pocet obcanskych sdruzeni v tomto pripadé?
Uloha 11. Souvisly graf ma 100 vrcholi a 1000 hran. Kolika zptisoby miizeme
néjaké hrany vyhodit tak, aby kazdy vrchol vysledného grafu mél sudy stupen?
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