Linearni programovani a aproximacni algoritmy

STEPAN SIMSA

ABSTRAKT. Prispévek se vénuje dvéma informatickym témattm, linedrnimu pro-
gramovani a aproximac¢nim algoritmim, jejichz vysledky se casto pouzivaji v praxi.
Prestoze je linearni programovani dulezité predevsim pro informatiky, jedna se o ma-
tematicky problém. Aproximadéni algoritmy jsou casto zalozené pravé na linedrnim
programovéani, a proto na sebe tato dvé témata navazuji. Pfestoze aproximacni algo-

algoritmus je skute¢né aproximacni, nez algoritmus vymyslet.

Linedrni programovani

Definice. Ulohou linedrniho programovdni je maximalizovat jistou ti¢elovou funkci
na zékladé danych linearnich podminek. Formélné méjme readlné proménné =1, ..., z,
a konstanty ci,...,¢n, 011, Gmn,b1,-..,by. Pak chceme najit maximum funkce
c1x1+- - -+ ¢y, pres vSechny mozné hodnoty x4, ..., z, spliujici podminky a;;x1 +
<o+ @iy, < b; pro véechna i € {1,...,m}.

Cviceni. Ukaz, Ze se tato uloha také da vyjadfit linedrnim programem:

minimalizovat T — 3To + TI3
mezi véemi vektory (x1, 2, 23) € R3
za podminek T + 229 = 23
T2 — I3 S 0
I3 > 1.

Predchozi cviceni ukazuje, ze si mizeme v linedrnich podminkach povolit i opa¢né
nerovnosti, nebo dokonce i rovnosti, a podobné Ze miZzeme tcelovou funkci minima-
lizovat misto maximalizovat.
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Priklad 1. Najdi optimélni feSeni nasledujiciho linedrniho programu:

maximalizovat T, + X2

mezi viemi vektory (z1,73) € R?

za podminek r1 >0
To Z 0
Ty — T < 1
T, + 6x9 < 15

4I1 — X9 S 10.

Definice. Pripustné feseni linedrniho programu je libovolné feseni, které spliuje
vSechny zadané podminky. Optimdlni resend je takové pripustné Feseni, jehoz ucelova
funkce je nejvétsi, resp. nejmensi (pro maximaliza¢ni, resp. minimaliza¢ni problém).

Poznamka. Vsimni si, Ze loha nemusi mit zddné, jedno nebo i vice ptipustnych
feseni. To samé plati i pro optimalni feseni tlohy.

Definice. Uloha je nepfipustnd, pokud nema zadné piipustné feseni, a neomezend,
nabyva-li téelova funkce mezi pfipustnymi feSenimi libovolné velkych (resp. malych)
hodnot.

Na tlohu linearniho programovani se také mtzeme divat geometricky. Mame-li
n proménnych, tak ndm kazd4d podminka urcuje poloprostor v n-dimenzionalnim
prostoru. Pfipustna feSeni jsou pak ty body, které lezi v priniku vsech téchto po-
loprostort, coz je néjaky konvexni mnohostén. Optimaliza¢ni funkce urcéuje smér a
optimalni feSeni jsou ty body tohoto mnohosténu, které jsou nejdale v tomto sméru.

Cviceni. Rozmysli si, Ze mé-li linedrni program optimalni feSeni, pak je i néjaky
z vrcholll pfislusného mnohosténu pripustnych feseni optimalnim feSenim.

Predchozi cvi¢eni naznacuje jeden mozny zptisob feseni linedrnich programi. Na-
lezneme vSechny vrcholy a vezmeme ten nejlepsi.

Priiklad 2. Najdi takovy linedrni program s n proménnymi a 2n podminkami, aby
konvexni mnohostén predstavujici pripustné feseni této tlohy mél 2™ vrcholi.

Priiklad 3. Mame dan konvexni n-thelnik P v roviné a chceme najit nejvétsi kruh
v ném obsazeny.

Piiklad 4. Mame danych nékolik modrych a ¢ervenych boda v roviné. Nalezni
takovou piimku, ze vSechny modré, resp. ¢ervené body lezi na jedné, resp. druhé
strané pfimky (Z4dny bod nesmi lezet na piimce samotné).

Poznamka. Ulohy linedrniho programovéani se daji fesit v polynomialnim case,
napiiklad elipsoidovou metodou.
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Dualni program

Definice. Dudlni program k linedrnimu programu ve tvaru:

maximalizovat Y . ¢;x;

za podminek Yo ajiw; < b; Vi€ {1,2,...,m}
>0 Vie{l,2,...nt (P

je linearni program:

minimalizovat Y 1", ¢y,
za podminek YU a;y > ¢ vje{1,2,...,n}
yi >0 Vie{1,2,...,m} (D)

Véta. (Slaba véta o dualité) Pro kazdé piipustné feSeni x primarni ulohy (P) a
kazdé pripustné FeSeni y dudlni tlohy (D) plati

n m
> e <) by
i=1 i=1

Specialné, je-li (P) neomezend, musi (D) byt nepiipustnd, a je-li (D) neomezend, pak
Jje nepripustng (P).
Véta. (Silnd véta o dualit€) Pro tlohy (P) a (D) nastane prévé jedna z nasledujicich
moznosti:
(1) Ani (P), ani (D) nem4 pFipustné Feseni.
(2) (P) je neomezend a (D) nemd pfipustné FeSeni.
(3) (P) nemd pripustné feSeni a (D) je neomezena.
(4) Jak (P), tak (D) mayji piipustné feSeni. Pak existuje optimalni feSeni =* tilohy
(P) a optimélni feSeni y* ulohy (D) a plati

ZC’ Zb7y k;.

Té&zké problémy

Zde néasleduje nékolik problémi, kterym fikejme tézké. Za predpokladu, ze P #
NP (coz se povazuje za rozumny piedpoklad) pro tyto algoritmy neexistuje zadny
polynomidlni algoritmus.

Problém. (Minimélni vrcholové pokryti) Ulohou je nalézt co nejmensi podmno-
zinu vrchold takovou, Ze kazda hrana mé alespon jeden ze svych krajnich vrchold
v této mnoziné.
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Problém. (Set cover problem) Méjme mnozinu U = {1,2,...,n} a jeji podmno-
ziny Si,...,Sm, jejichz sjednocenim je U. Cilem je najit co nejmensi indexovou
mnozinu I C U, Ze sjednoceni pres prislusné podmnoziny S;,i € I, je celd mnozina

U, tedy:
Usi=u.

i€l

Problém. (Nejvétsi nezavisla mnozina) Ulohou je najit nejvétsi nezdvislou mno-
Zinu v grafu, tedy podmnozinu vrchold takovou, Ze mezi nimi nevede zadn4a hrana.

Problém. (Problém obchodniho cestujiciho) Méame dand mésta a vzdalenost mezi
kazdymi dvéma témito mésty. Cilem je najit nejkratsi moznou trasu, kterd projde
pfes vSechna tato mésta a vrati se zpét do ptivodniho mésta.

Vsimnéme si, Ze je-li néjaky problém tézky a povede se nam ho vytesit prevedenim
na jiny problém (aniz bychom tim p¥ili§ zvysili velikost vstupu), tak i tento problém
je tézky.

Celociselné programovani

Definice. Ulohou celoc¢iselného programovdni je tloha linedrniho programovani,
kde navic pridame podminky na celoc¢iselnost proménnych.

Priklad 5. Napis celoéiselny program, ktery fesi set cover problem.

Dusledek. Za predpokladu P # NP se uloha celoc¢iselného programovani neda
fesit v polynomialnim case.

Definice. Relazace celociselného linearniho programu je linearni program, ve kte-
rém se vynechaji podminky na celociselnost. ReSeni této tlohy lze pak ¢asto upravit
na FesSeni puvodni celo¢iselné tlohy.

Priklad 6. (Parovani maximélni véhy, tézky) Navrhni algoritmus pro nésledujici
problém. Mame dany bipartitni graf se stejné velkymi komponentami a s ohodnoce-
nymi hranami. Chceme nalézt perfektni parovani (kazdy vrchol bude spojen s pravé
jednim ze svych sousedt), aby soucet vah na hrandch v parovani byl co nejvétsi.

Aproximacni algoritmy

Definice. Algoritmus je a-aproximacni, pokud pro vSechny mozné vstupy vyda
v polynomidlnim c¢ase vystup, jehoZ hodnota je alespon 1/a-ndsobek pro maximali-
zacni problém, resp. nejvysSe a-nasobek pro minimaliza¢ni problém.

Pfiklad 7. (Minimélni vrcholové pokryti) Nalezni 2-aproximacni algoritmus pro

problém minimdlni vrcholové pokryti.

Piiklad 8. (Set cover problem) Nalezni néjaky aproximadni algoritmus na set
cover problem.
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Piiklad 9. (Balancovédni grafu) Navrhni 2-aproximaéni algoritmus pro néasledujici
problém. Na vstupu je neorientovany graf s kladnymi vahami na hranach. Cilem je

zorientovat vSechny hrany, aby ten nejtézsi vrchol (vrchol s né&jvétsi souctem vah
hran orientovanych k nému) mél co nejmensi moznou vahu.

Pfiklad 10. (Problém batohu) Najdi 2-aproximadéni algoritmus pro problém ba-
tohu, ktery je zadan nésledovné. Mame batoh s danou nosnosti a nékolik pfedmét,
kazdy se svoji vahou a cenou. Cilem je najit takovou podmnozinu predméti, které
se vejdou do batohu a jejichz soucet cen je nejvétsi mozny.

Priklad 11. (Metrické TSP) Nalezni aproximaéni algoritmus pro problém obchod-
ntho cestugjictho, kde navic jednotlivé vzdalenosti spliiuji trojihelnikovou nerovnost.

Piiklad 12. (Planovani) Nalezni 2-aproximaéni algoritmus pro nésledujici plano-
vaci problém. Mame nékolik pocitact a nekolik ukold. Kazdy tkol ma svoji délku a
muze byt zavisly na jinych tkolech, coz znamen4, ze ho mize pocita¢ zacit provadeét,
aZ kdyz jsou vSechny pfedchozi tikoly (na libovolném poéitaci) dokoncené. Cilem je
minimalizovat ¢as, kdy se dokoné¢i vSechny tikoly.

Piiklad 13. (Problém k dodavateld) Nalezni 3-aproximadéni algoritmus pro nésle-
dujici problém. Na vstupu mame m+n bodu v roving, kde m z nich jsou dodavatelé a
zbyli jsou zakaznici. Ukolem je vybrat k dodavatelt tak, Zze minimalizujeme nejdelsi
vzdalenost mezi zakaznikem a jeho nejbliz§im vybranym dodavatelem.
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Navody
1. Nakresli si piiklad do roviny.

2. Zobecni krychli do vice dimenzi.

3. Jako proménné zvol polomér, ktery se bude maximalizovat, a souradnice stfedu.
Vyuzij vzorecek pro vzdalenost bodu od pfimky.

4. 7Zvl1ast vytes svislou piimku. Poté napis program s ostrymi nerovnostmi, kterych
se nasledné zbav zavedenim nové proménné.

5. Vezmi proménnou pro kazdou mnozinu a dej ji hodnotu 1 nebo 0 podle toho,
jestli je mezi vybranymi, nebo ne.

6. Napis celociselny program, ktery tuto tlohu resi, a uvaz jeho relaxaci. Pak najdi
zpusob, jak zachovat optimalitu, ale z necelo¢iselnych proménnych udélat celociselné.

7. Sestav linedrni program fesici tuto tlohu, uvaz jeho relaxaci a optimalni feseni
vhodné zaokrouhli.

8. Sestav celodiselny linedrni program, ktery tuto tlohu fesi, a vezmi jeho relaxaci.
Také miizes uvézit relaxaci dualniho programu. Pro dikaz, ze jde o aproximacni
algoritmus, uvaz ¢islo odpovidajici nejvétsimu poctu mnozin, ve kterych se néktery
prvek vyskytuje.

9. Napis linedrni program, kde proménna odpovida kazdé orientované hrané (hod-
nota 1/0 znamend, Ze hrana je/neni orientovand timto smérem), uvaz relaxaci a
feseni zaokrouhli.

10. Setfid pfedméty podle ,hustoty“ (pomér cena/hmotnost).

11. Pro 2-aproximacni algoritmus obejdi dvakrat miniméalni kostru grafu. Pro 1, 5-
aproximac¢ni algoritmus nejprve sestav minimalni kostru a pak na vrcholech s lichym
stupném nalezni miniméalni perfektni parovani.

12. Posouvej se v case a vzdy umisti vSechny mozné tikoly. Vyuzij toho, Ze optimum
je alespon soucet vSech délek ukolt podéleny poctem pocitacu a také alespon tolik
jako soucet délek tkolt na libovolné cesté v zavislostnim grafu.

13. Vzdy vezmi zdkaznika, ktery je na tom nejhtfe, a pfidej jeho nejblizsiho do-
davatele.
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