Linearni rekurentni formule
| Pavel Podbrdsky

Uvod

Urcité jsi se jiz mnohokrat setkal s tzv. Fibonacciho posloupnosti, tj. posloupnosti
Gisel 0,1,1,2,3,5,8,13... definovanou vztahy

Jo=0, fi=1, foy2=fat1+ [n.
Mozna Té nékdy napadlo, jestli by z tohoto rekurentniho predpisu nebylo mozné od-
vodit explicitni predpis, tj. néjaky pfimy vzorecek pro n-té Fibonacciho ¢islo. Mozné
to je, tento vzorecek se nazyva Binetova formule a lze ho zapsat napf. ve tvaru

()

Pokud nevéfis (jak by néco tak ,Skaredého” mohlo byt celoéiselné pro kazdé n?), zkus
si dosadit n = 0,1,2... Tento explicitni vzorecek neni jen hricka, mizeme se pomoci
ného o posloupnosti { fn} mnoho dozvédét, zejména jak rychle rostou jeji ¢leny.

Prednéaska se bude zabyvat metodou, jak takovéto vzorecky v obdobnych tlohach
odvodit. A¢ se na prvni pohled miize zdat, Ze to celé spadlo z nebe, uvidime (doufam),
ze k vysledkiim se lze dobrat celkem pfirozenou cestou.

Zakladni pojmy

Umluva. V celé prednasce se budeme pohybovat v t&lese C komplexnich cisell. Kdy-
koliv v dal$im textu budeme mluvit o posloupnosti {an}, budeme rozumét posloup-
nost {an}peo (vZdy budeme indexovat od nuly) kompleznich ¢isel.

Definice. Linedrni rekurentni rovnici s konstantnimsi koeficienty (ddle jen rovnici)
rddu k budeme rozumnét rovnici

Antk = Ck—10n+k—1 — Ck—2an+k—2 — *+* — Goan = f(n), (1)
kde neznamou je posloupnost {an}, koeficienty (o, (1, ..,(r_1 jsou pevna komplexni

¢isla a f(n) je néjakd pevna funkce. Resenim rovnice (1) rozumime kazdou posloup-
nost {an} spliujici rovnici (1) pron = 0,1,2... Poddtecnimi podminkami pro rovnici

LCasto jen pro pohodlnost a ucelenost zapisu, rozhodné prednaska nebude vyzadovat
néjaké hluboké znalosti komplexnich cisel.
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(1) rozumime piedepsani prvnich k hodnot, tj. systém vztahu

ao =80, a1=¢&1, ..., ap_1="Ek 1, (2)
kde &y,&1,...,&k_1 jsou pevnd komplexni ¢&isla. Pokud feseni {an} spliiuje vztahy
(2), fikdme, Ze vyhovuje poc¢atecnim podminkam. V pfipadsé, Ze f(n) = 0, Fikdme, Ze
rovnice (1) je homogennt; rovnice piejde na tvar

Apik = Ch—1ntk—1 + C—2apnyp—2 + -+ + Coan. (3)

Véta. Pro kazdou pocédtecni podminku (2) existuje pravé jedno Feseni rovnice (1).

Homogenni rovnice

Véta. Nulovd posloupnost je vzdy feSenim rovnice (3). Jsou-li {an}, {bn} FeSeni
rovnice (3) a ¢ € C, pak i {an 4 bn} a {can} jsou Feseni rovnice (3). Jinymi slovy>
mnozina M vSech FeSeni rovnice (3) je vektorovy prostor nad C, jeho dimenze je n.

Definice. Charakteristickym polynomem rovnice (3) budeme rozumnét polynom

p(x) =¥ — G127t = God® TP - — G — G (4)

Pozorovani. Je-li A # 0 kofen charakteristického polynomu (4), pak posloupnost
{A"} je FeSenim rovnice (3). Je-li A = 0 kofen charakteristického polynomu (4), pak
posloupnost (1,0,0,0,...) je FeSenim rovnice (3).

Definice. M4-Ii charakteristicky polynom (4) pravé k riznych (komplexnich) kofenti,
pak mnozinu k riznych feSeni z pfedchoziho pozorovéni (pro kazdy kofen mame jedno
feSeni) nazveme fundamentdinim systémem teSeni rovnice (3).

Véta. V situaci predchozi definice je fundamentdlni systém feSeni rovnice (3) bazi
mnoziny M vsech feseni rovnice (3). To znamend, Ze pro kazdou poc¢ateéni podminku
(2) Ize Feseni vyhovujici této pocdteéni podmince napsat pravé jednim zpiisobem
jako linearni kombinaci feSeni z fundamentalniho systému. Neboli, oznac¢ime-li pro
kratkost zapisu posloupnosti patiici do fundamentéalniho systému jako al, a2, e,
a¥, pak pro kazdou poéateéni podminku (2) existuje pravé jedna k-tice komplexnich
cisel oy, g, ..., ay takova, Ze FeSeni vyhovujici nasi pocatecni podmince mé tvar
alal + a2a2 + -+ akak.

Poznamka. V praktickém ptikladu, méame-li fesit rovnici se zadanou pocatecni pod-
minkou, nejprve najdeme posloupnosti z fundamentalniho systému a poté interpre-

2Pro ty, ktefi védi, co to znamena . . .
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tujeme pocatecni podminky jako soustavu k linedrnich rovnic pro nezndme koefici-

enty ai,...,ap (z predchozi véty). VyfeSenim této soustavy nalezneme koeficienty
ag,...,qp a tim zaroven i explicitni tvar hledaného feseni. Vse si osvétlime na pfi-
kladech.

Tim jizZ mame dobfe popsanou situaci v pripadé, ze charakteristicky polynom mé
jednonasobné kotreny. Mame tedy jiz dostateéné prostiedky k tomu, abychom odvodili
jiz zminénou Binetovu formuli. Jak ale vyfesit napft. rovnici v néasledujicim prikladu?

Priklad. Najdéte vSechna feSeni rovnice an42 = 2ap4+1 — an.
Definice. Necht charakteristicky polynom (4) m4 kofeny \;, jejich ndsobnosti jsou

ki,i=1,2,...,m, ki + ka + -+ + km = k. ReSeni rovnice (3) prislusné kofenu X,
budou feseni tvaru

2 kj—1
(A7 Ajh n7AT) o e TOAT)
pro \; # 0 a feSeni tvaru
(1,0,0,0,...), (0,1,0,0,...), ..., (0,0,...,0,1,0,0,...)
N———
kj—1

pro Aj = 0. Fundamentdinim systémem feseni rovnice (3) rozumime mnozinu vsech
feseni, které jsou pfislusné néjakému korenu charakteristického polynomu (4).

Poznamka. Tato definice neni v rozporu s definici pro rovnice jejichz charakteristicky
polynom ma jednonasobné koteny. Pouze ji rozsifuje.

Véta. Fundamentélni systém FeSeni rovnice (3) je bazi mnoziny M vsech FeSeni této
rovnice. Neboli predchozi véta plati i v pfipadé vicenasobnych kofentui charakteristic-
kého polynomu.

Poznamka. Vidime tedy, Ze metoda nalezeni explicitniho tvaru feSeni popsana v po-

znamce za predchozi vétou funguje i v pfipadé vicenasobnych kofentu charakteristic-
kého polynomu.

Nehomogenni rovnice

Pozorovani. Necht {pn} je jedno (tzv. partikuldrn?) feSeni rovnice (1). Pak rovnici
(1) fesi pravé ty posloupnosti {bn}, které maji tvar {bn} = {pn + an}, kde {an} je
FeSeni rovnice (3).

Pro vyfeSeni nehomogenni rovnice ndm tedy stac¢i nalézt jedno jeji Feseni (Casto
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ho prosté uhodneme) a poté aplikovat poznatky, které jsme ziskali o homogennich
rovnicich. Nalezeni partikularniho feseni se nam v obecnosti nepodafi, nicméné na-
sledujici véta hovori o jednom specialnim pfipadu.

Véta. Necht funkce f(n) je tzv. kvazipolynom, tj. ma tvar
f(n) =X"P(n),
kde P(n) je polynom a A je nenulové komplexni ¢&islo. Bud' | € Ny ndsobnost A

Jjako korene charakteristického polynomu (4) (I = 0 znadi pfipad, kdy A neni kofen
charakteristického polynomu (4)). Pak rovnice (1) méa pravé jedno FeSeni ve tvaru

{pn} = {A"n'Q(n))},
kde Q(n) je polynom. Plati deg Q(n) = deg P(n).

Poznamka. (pro naro¢né)  Celd teorie lze analogickym zpusobem aplikovat na feseni
linedrnich obyéejnijch diferencidlnich rovnic s konstantnimi koeficienty (napf. rovnice
harmonického oscildtoru apod.), to vSak jiz neni pfedmétem této prednéasky.
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