Limity
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V této prednasce se pokusim priblizit nékteré partie matematické analyzy, ktera je
jednim z piliti matematiky. Budu se spiSe snazit Vam ptiblizit jeji zaklady na mnoha
prikladech, a proto nékteré dikazy neuvedu, anebo jen naznac¢im. Nésledujici seznam
je jen informacni, nékteré véci mozna do prednasky pozménim ...

Uvod

Definice. Zobrazeni f C M x N je mnozina uspofddanych dvojic (z,y) takova, Ze
ke kazdému z existuje pravé jedno y takové, Ze dvojice (z,y) € f. Tj. kazdy vzor
x ma pravé jeden obraz y, toto y znaéime f(z). Misto f C M x N obvykle piSeme
f: M — N. Mnozina D(f) = M se nazyva definiéni obor zobrazeni f. Mnozina
{f(z)|x € M} C N je obor hodnot zobrazeni f. Pokud N C R, iikdme, Ze f je funkce,
pokud navic M C R, hovoiime o redlné funkci redlné€ proménné. V nasledujicim textu
budeme pod pojmem funkce rozumét redlnou funkci realné proménné (jinymi pfipady
se zabyvat nebudeme).

Definice limity a nékteré dulezité véty

Definice. Bud f funkce, o, A € R. Rekneme, Ze f ma v bodé o limitu A, jestlize
(Ve>0)(F>0)(VzeR) O0<|z—a|<d=|f(z)— Al <e.

To znamend, Ze at si zvolime libovolné malé kladné epsilon, pak pro x hodné blizka
ale riiznd od a budou hodnoty f(x) hodné blizko A. Tuto skute¢nost znac¢ime takto:
lim f(z) = A.

T—a

Jak je z definice vidét, limita funkce f v bodé a nezdvisi na hodnoté f(a).

Definice. Rekneme, e funkce f méa v bodé o € R limitu +oo0, jestlize
(VK >0)(F>0)(VzeR) 0<|z—a|<d= f(z)> K.

Definice. Rekneme, e funkce f méa v +oo limitu A € R, jestlize
Ve>0)3IK >0)(Vz €R) z>K =|f(z) — Al <e.

Poznamka. Podobné se definuji ostatni p¥ipady.
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Déle je vhodné se zminit o poc¢itani s £oo:

Definice

(1) +00 + a =400 pro a € R a pro a = 400,
(2) —co+a=—o00 proa €R a proa = —o0,
(3) £oo = +00 pro a > 0 a pro a = +o0,
(4) £00 - = Foo pro a < 0 a pro a = —o0,
(5) a/ £ c0o=0proaecR

Vyrazy +oo — too, 00 -0, 00/ + 0o a @/0 nemaji smysl.
Véta. Funkce f ma v daném bodé nejvyse jednu limitu.

Véta. Necht lim f(z) = A a lim g(z) = B (cisla a, A a B mohou byt rovna +00).
(1) lim (f £ 9)(2) = lim (f(2) £ g(c
@ I (/- 9)(@) = lim (f(z) - g(ax)) =
(3) lim (f/g)(x) = lim (f(x)/g(x)) = /

pokud vyrazy na pravé strané maji smysl.

)) B,

~ -

Véta. (O limité slozené funkce) Necht lim f(z) = A, lhr,lq g9(y) = B a v pfipadé
T—Q y—

A € R existuje § > 0 takové, ze pré © € (a — d,a + 9), x # 0 je f(z) # A. Pak

lim g(f(x)) = B.

Tr—Q

Véta. (,,O policajtech®) Necht o € R, lim f(z) = lim g(z) = A a f(z) < h(z) <
r—« T—Q

g(x) plati pro vSechna x € (a—9d,a+0), v # a. Potom lim h(z) = A. Pokud oo = %00,

T—Q

budeme chtit, aby nerovnost f(z) < h(z) < g(z) platila pro vSechna x > K, resp.

r < K.

Véta. (Heine) Rekneme, Ze posloupnost (an )5 je vyhovujici, pokud lim apn = «

n—oo
a pro kazdé n € N je ap # . Plati, ze lim f(z) existuje pravé tehdy, kdyz existuje
T—Q

lim f(an) pro kazdou vyhovujici posloupnost (an)pe;-
n—oo
A nésleduje jeden dilezity pojem na zéaveér:
Definice. Rekneme, Ze funkce f je spojitd v bod¢ a € R, jestlize lim f(z) = f(a).
rT—«

Pokud mi na pfednasce zbyde trochu ¢asu, muzeme si povédét néco i o derivacich.



