Limity, derivace a integraly
' Tomds Bérta, Radek Erban

Uvod

Definice. Zobrazeni (téz funkce) f C M X N je mnozina uspofddanych dvojic (z,vy)
takova, ze ke kazdému x existuje pravé jedno y, ze dvojice (z,y) € f. Tj. kazdy vzor
x m4 pravé jeden obraz y, toto y znaéime f(z). Misto f C M x N obvykle piseme
f: M — N. Mnozina D(f) = M se nazyva definiéni obor zobrazeni f. Mnozina
{f(z)|z € M} C N je obor hodnot zobrazeni f. Pokud M,N C R, rikdme, ze f je
redlnd funkce redlné€ promeénné. V nasledujicim budeme pod pojmem funkce rozumét
realnou funkci realné proménné.

Definice limity a nékteré dulezité véty

Definice. Bud f funkce, a, A € R. Rekneme, 7e f ma v bodé a limitu A, jestlize
(Ve>0)(F0 >0)(Vz eR) O0<|z—a|<d=|f(z)—Al<e.
To znamena, Ze at si zvolime libovolné malé (kladné) epsilon, pak pro x hodné blizka

a, budou hodnoty f(z) hodné blizko A (tak blizko, ze | f(xz)— A| < ). Tuto skutecnost
znacime takto:

lim f(z) =A.

r—a

Definice. Rekneme, e funkce f ma v bodé a € R limitu +oo, jestlize
(VK >0)(3d>0)(Vz eR) O0<|r—a|l<d= f(x)>K.

Definice. Rekneme, e funkce f ma v +oo limitu A € R, jestlize
(Ve>0)(IK >0)(Vz €R) x> K =|f(z)— Al <e.

Poznamka. Podobné definujeme limitu v bodé —oo a limitu v bodé a rovnou —oco a
limity v bodech oo rovné +oo.

Déle bude uziteéné definovat, jak se pocitd s oo:
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Definice.
400+ a=+00 proa € R a pro a = 400

—oo+a=—ocoproa €Raproa=—-oc0
400 a =400 proa >0 a pro a = +o0
400 a = Foo proa <0 aproa=—o0
a:doo=0proaeR

Vyrazy +oo — +00, 000 a a : 0 nemaji smysl.

Véta. Funkce f ma v daném bodé nejvyse jednu limitu.

Véta. Necht hm f(x) =A a lim g(xz) = B. Pak
Tr—a
(1) Jim (% g)(x) = lim (f(2) £ g(a)) = A+ B
r—a
@) hm( 0)(x) = lim (f(2)- g(x) = A- B
3) 1 ( /9)(x) = lim (f(z)/g(x)) = A/B,
pokud Vj/razy na pravé (i na levé) strané maji smysl. Cisla A, B mohou byt klidné
rovny i +00 nebo —oo.
Véta. (O limité funkce slozené)  Necht lim f(z) = A € R a lirrllqg(y) =B a
r—a y—
existuje 6 > 0 takové, ze v intervalu (a — 0, a + §) nenabyva funkce f hodnoty A. Pak
Jim ¢(f(x)) = B.
Véta. (O policajtech) Nechta € R, lim f(z) = lim g(z) = A a f(z) < h(z) < g(z)
r—a r—a
plati pro vSechna x € (a —d,a+9). Potom lim h(z) = A. Pokud je a = £oo, budeme
r—a
chtit, aby nerovnost f(z) < h(z) < g(x) platila pro vSechna © > K, resp. ¢ < K.
Véta. (Heine) Rekneme, e posloupnost (an)5% 1 je vyhovujici, jestlize lim an = a
n—oo
a an # a pro zadné n € N. Plati: existuje lim f(x), pravé kdyz existuje lim f(an)
r—a n—oo
pro kazdou vyhovujici posloupnost (an)peq.

A jeden dilezity pojem na zaveér:

Definice. Funkce je spojitd v bodé a € R, jestlize lim f(z) = f(a).
r—a
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Derivace

Derivace jsou mocnym nastrojem pro feSeni Fady praktickych tloh. S jejich pomoci
miizeme nalésti maxima, ¢i minima funkci, zjistit, zda jsou dané funkce rostouci, ¢i
klesajici. To jsou ulohy, které v zivoté objevime na kazdém kroku. V ekonomické
sféfe chceme minimalizovat celkové néaklady, nebo maximalizovat zisk. Z pfirodnich
véd prichazeji zase tlohy na hledani minim energie, apod.

Derivace sama o sobé vyjadiuje lokalni zménu funkce, coz zptsobuje, ze se s
nimi setkame i pfi formulaci zdkladnich zakonid tohoto svéta. S pomoci derivaci je
miizeme zapsat jako podminky (rovnice a nerovnice), které spliiuji pfislusné fyzikalni
veli¢iny. Zformulovat takové zakony lze jiz se zdkladnimi znalostmi o derivacich a
mirnym fyzikalnim nadhledem.

V neposledni fadé€ je myslenka derivace v matematice mnohokrat uzita a zobec-
néna, takze si s derivacemi v obecném héavu hraji ¢isti matematikové dodnes.

A ted trochu konkrétnéji. Na zac¢dtku mame funkci, fikejme ji tieba f. K této
funkci pfifadime (jistym zptsobem) jinou funkei, kterou nazveme derivaci funkce f
a oznacime ji —*.

Takze derivace néjaké funkce je opét funkci, aby byla rozumné zadefinovani,
musime pro kazdy bod z z jejiho defini¢niho oboru ptredepsat hodnotu %(x) Ma4 to
vSak jisté uskali, ne kazda funkce ma svoji derivaci a kdyz uz ma, tak nemusi byt
definovand ve vSech bodech defini¢niho oboru funkce f.

Tak a ted definice.

Definice. Necht f je funkce zobrazujici interval (a,b) do redlnych éisel. Necht x €
(a,b) a necht existuje limita
lim LW = f(@)

y—zr Y -—T

Pak polozime

dx y—x y—x

V uvedené definici se vyskytuje pojem limita, ¢i-li jinak feceno vyjadiuje symbol

% (z) chovéni podilu % pro y blizko k bodu z, coz ma jednoduchou geometric-
kou interpretaci a v podstaté tato geometrie byla motivaci k zavedeni pojmu derivace.
To vsak jiz bude na pfednasce.

K praktickému pouzivani derivaci Vam poslouzi tyto tabulky, jejichz vyznam,

platnost a zptsob uzivani si osvétlime na prednéasce.
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Derivace zakladnich funkci

funkce derivace v bodech

x 1 pro kazdé x
x2 2x pro kazdé x
z3 322 pro kazdé x
sin(z) cos(x) pro kazdé x
cos(x) — sin(z) pro kazdé x
c, c je konstanta 0 pro kazdé x
™,  n je pfirozené &islo n-ax" 1 pro kazdé x
"™, n je realné &islo n-a" ! T € (0, OO)
e’ e’ pro kazdé x
In(x) 1 z € (0,00)
a®,  a je kladné realné &islo In(a) - a® pro kazdé x

Derivace zakladnich operaci

operace derivace operace
f+9 i+
f-yg L g+ ¢
f-y g - £

Ji &9

g g°

c - f c - %, c je konstanta

Derivace sloZzené funkce

d(fog)
— (@)

_ ¥

T 9wy D).

dx
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Primitivni funkce
Definice. Rekneme, Ze funkce F je primitivni funkci k funkci f na intervalu
I, jestlize F'(x) = f(x) pro vSechna x € I.

Poznamka. Pokud funkce F' je primitivni k funkci f, pak i F' + ¢ je primitivni
k f. Pokud F} a F5 jsou dvé primitivni funkce k funkci f, pak existuje ¢islo ¢
tak, ze F; = Fy+c, tedy primitivni funkce existuje pravé jedna aZ na konstantu.

Nékteré primitivni funkce (porovnej s tabulkou derivaci):

f primitivni k f kde
x* et reR; aeR\{-1}
1/z log || x € (—00,0) U (0,+00)
e’ e’ reR
sinx —coszT rzeR
cos T sin x rzeR
— tgx v e J(—m/2+ kn,m/2+ kn)
o —cotgw z € Ukm, (k+ 1)m)
ﬁ arcsin x x € (-1,1)
1+1x2 arctgx zeR
ﬁ \/LE arctg(z/v/a) r€eR

Newtoniiv a Riemanniiv integral

Definice. Necht funkce F je primitivni k funkci f na intervalu (a,b) (muze

byt i neomezeny) a existuji konecné limity lim+ =Aa liI})l = B. Pak cislo
r—a r—b—

/abf(x)dx —B-4A
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nazyvame Newtonovgm integrdlem funkce f v intervalu (a,b).

Poznamka. Pokud je F' definovanda a spojita (z jedné strany) v bodech a, b,
pak [ f(x)dz = F(b) — F(a).

Definice. Necht funkce f je definovand a omezena na [a,b] (omezeném). Dé-
lend intervalu [a,b] je koneénd mnozina {xo, ...,z } takovd, Zze a = g < x1 <
-+ < xp = b. Oznac¢me M; = sup{f(z)|x € [zi—1,2]} a m; = inf{f(z)|z €
[x;—1,x;]}. Horni soudet f pii déleni D bud

n

S(f,D) =Y M(w;i — x; 1)
i=1
a dolni soucet

n
s(f,D) := Zmi(xi —Ti1).
i=1
Horni Riemanntv integrdl je
b
(R*)/ f(z)dz := inf{S(f, D)|D je déleni intervalu [a, b]}
a dolni Riemanniv integrdl je
b
(R*)/ f(z)dz :=sup{s(f, D)|D je déleni intervalu [a,b]} .
a

Pokud se horni a dolni Riemanniiv integral rovnaji, pak fekneme, ze funkce
) )

je riemannovsky integrovatelnd a spole¢nou hodnotu horniho a dolniho inte-

gralu nazveme Riemannovym integrdlem funkce f na intervalu [a,b]. Zna¢ime

(R) [ f(x)dx.

Véta. (Zékladni véta kalkulu)  Necht funkce f méd v omezeném uzavieném
intervalu [a, b] Riemannuv i Newtontv integral, pak

(R) / " flaydz = (V) / ' fle)de
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Nékteré metody pocitani primitivni funkce

1. Metoda ,per partes®
/u(x)v’(x)dx = u(x)v(r) — /u’(x)v(x)dx.

2. Substituce

[ o) @z = [ .



