Lifting The Exponent lemma
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ABSTRAKT. LTE je sice jednoduchy, ale mocny néastroj, ktery ndm za urcitych pod-
minek umoznuje najit nejvétsi mocninu prvocisla, ktera déli soucet nebo rozdil dvou
mocnin se stejnym exponentem. Ve vétSiné pripadi nam LTE usSetii hodné préace a
casu. Diky tomuto lemmatu mizeme odkryvat spoustu zajimavych, prekvapujicich a
zdhadnych aspektt olympiddni teorie ¢isel.

Znaéeni. Pro délitelnost zavddime symbol a | b, ktery ¢teme ,a d&li b*.

Tvrzeni. (Zasadni!) Pro délitelnost plati ndsledujici tvrzeni:

(i) Pokud je p prvodislo, pakp|ab=p|aVp|b.

(ii) Pokud d | a,d | b, pak d | ka + 1b.

(iii) Pokud a | b, pak |a| < |b| (¢asto dokonce 2|a| < |b| atd.).
Tvrzeni. Necht a, b jsou celd ¢isla. Jejich nejvétsi spoleény délitel d znacime (a, b).
Plati, ze d je nejmensi nezaporné cislo, které lze zapsat ve tvaru ka + lb, kde k a 'l
jsou celé ¢isla. Téz plati (a — b,b) = (a,b), diky ¢emuz lze (a,b) snadno vypocitat
(tento postup se nazyva Euklidiv algoritmus).
Definice. Skutecnost, ze p | a — b, budeme znacit « = b (mod p) a Fikat a je
kongruentni s b modulo p.
Definice. Nejmensi spoleény nasobek pfirozenych ¢isel a, b budeme znacit [a, b].
Definice. Cisla a, b nazveme nesoudélnd, pokud (a,b) = 1.
Definice. Bud n pfirozené ¢islo. Pak je pro kazdé prvodéislo p jednoznacéné uréeny
exponent v prvociselném rozkladu éisla n. Tento exponent budeme oznacovat v,(n)
a fikat mu p-valuace ¢isla n. Pokud (p,n) = 1, je v,(n) = 0, a pokud n = 0, je
vp(n) = oo.

Tvrzeni. Pro libovolna piirozena ¢isla a, b plati:
(i) vp(ab) = vp(a) + vy(b),
vp(a +b) = min{v,(a), vp(b) },
pokud v,(a) # v,(b), pak dokonce v,(a + b) = min{v,(a), v,(b)},
vp((a, b)) = min{vy(a), vp(b) },
vp([a, b]) = max{v,(a), vp(b)}.
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Tvrzeni. (Eulerova véta) Necht a, n jsou nesoudélnd ¢isla. Pak plati a®™ = 1
(mod n), kde ¢(n) je Eulerova funkce, ktera znac¢i pocet ¢isel nesoudélnych s n a
mensich nez n.

Tvrzeni. (LTE pro lichd prvoéisla) Necht p je liché prvocislo a n pfirozené ¢islo.
Pro cela cisla x, y, ktera nejsou délitelna prvocislem p, plati:

(i) vp(z" —y") = vp(x — y) + vp(n), pokud x = y (mod p),
(ii) vp(z™ 4+ y™) = vp(x + y) + vp(n), pokud n je liché a x = —y (mod p).
Tvrzeni. (LTE pro 2) Necht n je pfirozené ¢islo. Pro licha celé ¢isla x,y plati:
(i) va(z™ — y™) = va(x — y), pokud n je liché,
(i) va(z™ — y™) = va(x +y) + va(x — y) + v2(n) — 1, pokud n je sudé.
Dikaz LTE ukaZeme na prednasce, ale mtizete ho zkusit vymyslet sami. Pouzijte
matematickou indukei na v,(n).
Lemma. Hodnota n — v,(n) roste nade vSechny meze pro n — co.
P¥iklad 1. Dokazte, Ze pro ptirozené n plati 373 | 19973 + 1.

Piiklad 2. Necht a,n jsou ptirozend ¢isla a p liché prvocislo takové, ze p™ | a? — 1.
Dokazte, ze p"~ ! | a — 1.

Priklad 3. Dokazte, Ze jediné pFirozené ¢islo a takové, Zze 4(a™ + 1) je krychle pro
vS8echna pfirozena n, je 1.

Piiklad 4. Pro prvoéislo p najdéte v,((p — 2)2P~1 — (p +4)P~1).

Priklad 5. Necht p je prvodislo a a,n pfirozena ¢isla. DokaZzte, Ze pokud plati
20 43P =qa", pak n = 1. (Irsko 1996)

Piiklad 6. Najdéte vSechna pfirozenda n, pro kterd plati 2" | 3™ — 1.

Priklad 7. Necht a, b jsou raciondlni ¢isla. Dokazte, ze je-li hodnota a™ — b™ cela
pro nekoneéné mnoho pfirozenych n, pak jsou obé ¢isla a, b cela.

Priklad 8. M¢jme ¢isla a,n > 2 takova, Ze existuje pfirozené ¢islo k > 2, pro které
plati n | (a — 1)*. Dokaite, ze n | a®* +a" "2 +--- + 1. (Romania TST 2009)

P#iklad 9. Najdéte viechny dvojice piirozenych éisel (a, b) takovych, ze b | a®—1.

Priklad 10. Necht k > 1 je prirozené ¢islo. Ukazte, ze existuje nekoneéné mnoho
prirozenych ¢isel n, pro kterd plati n | 1™ + 2™ + - -« 4+ k™.

Piiklad 11. Najdéte vSechna pfirozena x,y takové, Ze p® — y? = 1, kde p je
prvodislo. (Celostétko 1996)

Piiklad 12. Najdéte vSechny dvojice prvoéisel (p,q) takovych, ze

pq | (5P — 2P)(57 — 29).
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Priklad 13. Pro kterd piirozena n plati, ze 2"72(2" — 1) — 8- 3" + 1 je ¢tverec?
(Vietnam TST 2011)

Priklad 14. Najdéte vSechny dvojice pfirozenych ¢isel (m,n), které spliuji
m?+2-3" =m (2" - 1).

(IMO shortlist 2010)

Priklad 15. Najdéte vSechna piirozena ¢isla n spliujici n? | 27 + 1.

(IMO 1990)
Napovédy
1. Piimé dosazovani do vzorce.
2. Berte p jako spole¢ny exponent.
3. Porovnejte 4(a™ + 1) a 4(a™ + 1), kde p je liché prvoéislo délici 4(a™ + 1).
4. Berte (p — 1) jako spoleény exponent.
5. Berte p jako spoleceny exponent.
6. Pouzijte LTE na prvocislo 2 a pak ukazte, Ze n nemtize byt moc velké.
7. Je-li t nejmensi &islo, pro které plati, ze a — b' je celé ¢islo, pak dokazte, ze

kazdy exponent s touto vlastnosti je nasobek cisla t.

8. Pouzijte LTE na vyraz a™ — 1.

9. Dokazte, Ze je-li p nejmensi prvocislo délici b, pak p | a — 1.

10. Pokud k je liché, pak vyberte p™ pro liché prvocislo p délici k. Pokud k je
sudé, pak vyberte p™ pro liché prvocislo délici k£ + 1.

11. Pouzijte LTE, pak posledni lemma.

12. Predpokladejte, ze p je mensi procislo, a ukazte, ze p musi byt 3.

13. Piedpokladejte, zZe ¢iselny vyraz se rovna a?, a upravte rovnici tak, aby na

jedné strané stalo 8 - 3™ a na druhé soucin dvou zavorek. Snazte se eliminovat a a
pouzijte lemma na prvocislo 3. Dale ukazte, ze n nemutze byt moc velké.

14. Pfevedte na tlohu 9.
15. Zjistéte, jaké mazou byt dva nejmensi prvociselné délitele cisla n.
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