Lehka teorie cisel na brutalitach
| Franta Konopecky

Uvod

Tato prednéaska je pfepracovanou verzi Vifovy pfednasky pied dvéma lety dopl-
néné o priklady, které mi prisly ke zvolenému tématu zajimavé, ndzorné a ne tplné
jednoduché. Prednaska je nenaroc¢na na predchozi znalosti, z hlediska prikladi,
které na ni vyfesime, bude vSak patfit k téz8im. Takze kdo chcete s minimalnimi
znalostmi FeSit drsné tlohy, je vam prednasky brana oteviena.

Zavedeme si na uvod jeden dulezity pojem, at médme odborné terminy z krku,
a to pojem kongruence.

Kongruence

Definice. Méjme celd ¢isla a a b a pFirozené ¢islo n. Pokud n|(a — b), Fekneme,
Ze ¢isla a a b jsou kongruentni podle modulu n (pfipadné kongruentni modulo n),
a piseme a = b (mod n).

Poznamka. JednoduSe bychom fekli, Ze ¢isla a, b jsou kongruentni modulo n,
pokud davaji stejné zbytky po déleni Cislem n.

S kongruencemi se d& pracovat skoro stejné jako s rovnicemi. K obéma stra-
ndm kongruence muzeme pFi¢ist (nebo odecist) libovolné celé ¢islo a muzeme je
vynasobit jakjmkoli nenulovym ¢islem. Délit je ale mozné jen ¢isly nesoudélnymi
s modulem (tak se ¥kd tomu ¢éislu n z pfedchozi definice). Také miizeme seéist,
odecist nebo vynasobit libovolné dvé kongruence podle stejného modulu.

O kongruencich plati nékolik zajimavych tvrzeni, ktera si na pfednasce poradné
vysvétlime:

Véta. (mald Fermatova) Méjme pfirozené ¢islo a a prvocislo p, které nedéli a.
Potom plati a?~* =1 (mod p).

Véta. (Bezoutova) Necht jsou a a b celd ¢isla, jejich nejvétsiho spole¢ného dé-
litele zna¢me d = (a,b). Potom existuji celd ¢isla x a y takovd, Ze ax + by = d.
Specialné pokud jsou a a b nesoudélna, existuji ¢isla x, y takova, ze ax + by = 1

Véta. Bud p libovolné prvodéislo p a a éislo s nim nesoudélné. Potom existuje
mezi Cisly 1, 2, ..., p— 1 pravé jedno ¢islo b, pro které ab =1 (mod p).
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Eulerova funkce a Eulerova véta

Definice. (Eulerova funkce) At je n pfirozené ¢islo. Pocet viech s n nesoudél-
nych prirozenych ¢isel, jez jsou mensi nebo rovna n, znacime ¢(n). Této funkci
fikdme Eulerova.

Véta. At jen piirozené éislo vétsi nez 1 a at jen = p1*1py®? - - - pp®* jeho rozklad

na soucin prvocisel (p1, p2, - .., Pk jsou po dvou riznd prvocisla, ay, as, ..., Qg
jsou pfirozena ¢isla). Potom plati ¢(n) = n(1 — p%)(l - p%) e (1- pik)

Véta. (Eulerova) Budte a celé dislo a m pfirozené ¢éislo nesoudélné s a. Potom
plati a#(™) =1 (mod m).

Piiklady

Nejdiiv néco na kongruence:

Priklad 1. Dokazte, Ze druhd mocnina pfirozeného ¢isla dava po déleni ¢tyfmi
jen zbytky 0 a 1.

Priklad 2. (Kanada 1973) Ukazte, Ze jestlize jsou ¢isla p a p + 2 obé prvodisla,
tak potom bud p = 3 nebo 6|(p + 1).

Priklad 3. Transformaci ¢isla budeme rozumét jeho nahrazeni vlastnim cifer-
nym souctem. Zacnéme s 20072907 a udélejme ¢étyii transformace. Jaky dostaneme
vysledek? (Kanada 1989)

Piiklad 4. (Brazilie 1989) n je pfirozené ¢islo takové, ze je Ctverec.

Ukazte, ze pak n je ndsobek tii a ¢isla n +1 a 7 jsou téz ctverce.

n(n+1)
3

Piiklad 5. (Prasétko, 24. ro¢nik, 5. série) Bud p dané prvoéislo. Najdéte vsech-
na celd ¢&isla a, b splitujici a® = b® (mod p).

Tady uz hledejte pouziti malé Fermatovy a Eulerovy véty:

P#iklad 6. (Irsko 2000) Definujme f(n) = 5n'3 +13n° 4+ 9kn. Najdéte nejmensi
pfirozené ¢islo k takové, ze je f(n) délitelné 65 pro vSechna n.

Priklad 7. (Irsko 1996) Ukazte, ze €islo 2P + 3P nemize byt n-t4 mocnina
(n > 1) pro p prvodislo.

Priklad 8. Ukazte, ze pro kazdé prvocislo p mizeme najit nekonecné mnoho
prirozenych ¢isel n takovych, ze p déli vyraz 2™ — n. (Kanada 1983)

Priklad 9. Existuje pfirozené ¢islo N délitelné presné 2007 riznymi prvocisly
(prvoéisla mohou vystupovat v N v réiznjch mocninach) takové, ze N déli 2V —27?
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(kdyz vdm to k né¢emu bude, miizete predpokladat, Ze prvocisel ve tvaru 4k + 3
je aspon 3000).

Priklad 10. (Prasatko, 24. rocnik, 5.série)  Necht n je pfirozené ¢islo a p prvo-
¢islo takové, ze p|n? + n + 1. Dokaite, ze p =1 (mod 6) nebo p = 3.

Priklad 11. UvaZzujme posloupnost ai, as, ... definovanou vztahem a,, = 2" +
+3"+46™—1. Urcete vSechna pfirozena ¢isla, ktera jsou nesoudélné s kazdym ¢lenem
této posloupnosti. Napovéda: jediné nesoudélné ¢islo se vSemi ¢leny posloupnosti
je ¢islo 1. (IMO 2005)

Piiklad 12. Cislo nazvéme pruhované, pokud jsou jeho &islice stiidavé liché a
sudé. Ukazte, ze vSechna c¢isla n nesoudé€lna s 10 maji néjaky pruhovany nasobek.
Upgrade: ukazte, ze vSechna ¢isla nedélitelnd dvaceti maji pruhovany nésobek.
(IMO 2004)

Piiklad 13. (Brazilie 1992) Dokazte, Ze existuje piirozené ¢&islo n takové, ze
prvnich 1992 ¢islic z n'%9? jsou jednicky.

Priklad 14. (IMO 2000) MiZeme najit ¢islo N délitelné pravé 2000 rtiznymi
prvoéisly (v libovolnych mocninach) takové, ze N déli 2V + 17
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