Lifting The Exponent lemma

ANH DuNG ,TONDA“ LE

ABSTRAKT. Prispévek se zabyva pouzitim ,,Lifting The Exponent lemmatu“ (déle
jen LTE) pfi FeSeni exponencidlnich Diofantickych rovnic z olympiddni matematiky.
Obsahuje také priklady k procvic¢ovani.

LTE je sice jednoduchy, ale mocny nastroj, ktery nam za urcitych podminek
umoznuje najit nejvétsi mocninu prvocisla, kterd déli soucet nebo rozdil dvou mocnin
se stejnym exponentem. Ve vétsiné pripadi nam LTE usetfi hodné préace a ¢asu. Diky
tomuto lemmatu miuzeme odkryvat spoustu zajimavych, prekvapujicich a zdhadnych
aspektt olympiddni teorie Cisel.

Umluva. Vsechny proménné v dalsim textu jsou z oboru celych ¢isel, nebude-li
feceno jinak.

Tvrzeni. (Zasadni!) Pro délitelnost zavadime symbol a | b, ktery ¢teme ,,a déli b*.
Plati pro néj nasledujici tvrzeni.

(i) Pokud je p prvocislo, pak plati implikace p | ab=p|aVp|b.
(ii) Pokud d | a,d | b, pak d | ka + 1b.
(iii) Pokud a | b, pak |a| < |b| (Casto dokonce 2|a| < |b| atd.).

Tvrzeni. Necht a, b jsou celd ¢isla. Jejich nejvétsi spolecny délitel d znacime (a,b)
a plati, ze d je nejmensi nezaporné cislo, které Ize zapsat ve tvaru ka + b, kde k a
[ jsou celd ¢isla. Téz plati (a — b,b) = (a,b), diky ¢emuz lze (a,b) snadno vypocitat
(tento postup se nazyvéa Euklidiv algoritmus).

Definice. Skute¢nost, Ze p | a — b budeme znadit ¢« = b (mod p) a fikat a je
kongruentni s b modulo p.

Definice. Nejmensi spoleény nésobek pfirozenych éisel a, b budeme znaéit [a, b].
Definice. Cisla a, b nazveme nesoudélnd, pokud (a,b) = 1.

Definice. Bud n pfirozené ¢islo. Pak je pro kazdé prvodislo p jednozna¢né urceny
exponent v prvoéiselném rozkladu éisla n. Tento exponent budeme oznacovat v, (n)
a fikat mu p-valuace ¢isla n. Pokud (p,n) = 1, je vp(n) = 0, a pokud n = 0, je
vp(n) = 0.
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Tvrzeni. Pro libovolnéa pfirozena cisla a, b plati

(i) wp(ad) = vp(a) + vy(b)
vp(a+b) > min{v,(a), v, (b)}
Pokud v, (a) # vp(b), pak dokonce vy(a + b) = min{v,(a), vy(b)}.

(i)
(iif)
(iv) vp((a, b)) = min{v,(a), vp(b) }
(v) vp([a b]) = max{up(a), vy ()}

Tvrzeni. Necht m, n jsou nesoudélnd cisla. Pak plati m#(™) = 1 (mod n), kde
©(n) je Eulerova funkce, kterd znaci pocet nesoudélnych ¢isel s n a mensich nez n.

Tvrzeni. (LTE pro lichd prvoéisla) Necht p je liché prvocislo a n pfirozené éislo.
Pro cela cisla x, y, ktera nejsou délitelna prvocislem p, plati:

(1) vp(x™ —y™) = vp(z —y) + vp(n), pokud =y (mod p),
(ii) vp(a™ 4+ y™) = vp(r + y) + vp(n), pokud n je liché a x = —y (mod p).

Tvrzeni. (LTE pro 2) Necht' n je pfirozené ¢islo. Pro lichd celd ¢isla x,y plati:

(i) v2(2" —y") = va(x — y) + v2(n) prod [z —y,
(ii) vo(z™ —y™) = va(x 4+ y) + vo(z — y) + v2(n) — 1 pro sudé n.

Duikaz LTE ukazeme na prednasce, ale muzete to zkusit sami. Pouzijte matema-
tickou indukci na vy (n).

Lemma. Hodnota n — v,(n) roste nade vSechny meze pro n — co.

P¥iklad 1. Dokazte, Ze pro pfirozené n plati 373 | 1997%" + 1.

Piiklad 2. Najdéte v,((p — 2)2P=Y — (p +4)P~1) pro prvoéislo p.

Priklad 3. Najdéte vigg: (199019917 4 199219917, (IMO shortlist 1991)
Piiklad 4. Najdéte vSechna pfirozend n, pro kterd plati: 2" | 3" — 1

Priklad 5. Necht a, b jsou racionélni ¢isla. Dokazte, Ze je-li hodnota a™ — b™ celd
pro nekoneéné mnoho pfirozenych n, pak jsou obé ¢isla a, b cela.

Priklad 6. Necht a,n > 2 takové, Ze existuje prirozené éislo k > 2 takové, ze
n | (a — 1)¥. Dokazte, ze n déli a1 + a2 + ... + 1. (Romania TST 2009)

Pi#iklad 7. Najdéte viechy dvojice pfirozenych &isel (a,b) takovych, ze b® | a® — 1.
Priklad 8. Najdéte vSechny dvojice prvoéisel (p, q) takovych, ze

pq | (5P — 2P)(57 — 29).

P¥iklad 9. Pro ktera pfirozena n plati, ze 2"+2(2" — 1) — 8- 3" + 1 je ¢tverec?
(Vietnam TST 2011)
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Piiklad 10. Najdéte vSechny dvojice pfirozenych ¢isel (m,n), které spliiuji
m?+2-3"=m (2" —1).

(IMO shortlist 2010)

Piiklad 11. Najdéte vSechna piirozend ¢isla n spliujici n? | 2" + 1.
(IMO 1990)

P¥iklad 12. Najdéte vSechna piirozend ¢isla n takova, ze n | 271 + 1.

Hinty k prikladiim

Primé dosazovani do vzorce.
Berte (p — 1) jako spole¢ny exponent.
Berte 19911990 jako spole¢ny exponent.

Pouzijte LTE na prvocislo 2 a pak ukaZte, ze n nemtze byt moc velké.

R

Je-li t nejmensi &slo, pro které plati, ze a® — bt je celé éislo, pak dokazte, ze
kazdy exponent s touto vlastnosti je nasobek ¢isla ¢.

6. Pouzijte LTE na vyraz a™ — 1.
7. Dokazte, Ze je-li p nejmensi prvodéislo délici b, pak pla — 1.
8. Predpokladejte, ze p je mensi procislo a ukazte, ze p musi byt 3.

9. Piedpokladejte, Ze éiselny vyraz se rovnd a?, a upravte rovnici tak, aby na jedné

strané stalo 8.3" a na druhé soucin dvou zavorek. Snazte se eliminovat a a pouzijte
lemma na prvocislo 3. Dale ukazte, ze n nemiize byt moc velké.

10. Pfevedte na tlohu 9.
11. Zjistéte, jaké mizou byt 2 nejmensi prvociselné délitele ¢isla n.

12. Vysetfujte nejvétsi mocniny 2, které déli n — 1 a p — 1, kde p jsou prvociselné
délitele ¢isla n.
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