Kvadratické zbytky

MATEJ DOLEZALEK

ABSTRAKT. Kdyz se v uloze sejdou druhé mocniny s néjakou délitelnosti ¢i kon-
gruenci, ¢asto pfijde ke slovu jednoduchy fenomén — ne vSechny zbytky lze ziskat ze
étvercu. V tomto prispévku si ukdzeme, jak toho vyuzit v ,feseni“ diofantickych rov-
nic, a vybudujeme teoretické nastroje k rozhodovani, které zbytky jsou kvadratické
a které nikoliv. Po cesté vyresime spoustu uloh, od jednoduchych hricek az po tvrdé
ofisky vyzadujici k vyfesSeni silné kandny.

Umluva. Neni-li feceno jinak, uvazovana ¢isla jsou cela.

Definice. Rekneme, 7e a je kongruentni b modulo m, pokud m | a — b. Tuto
skute¢nost zapisujeme a = b (mod m).

Definice. Rekneme, Ze a je kvadraticky zbytek modulo m, pokud existuje z splitujici
a = 2% (mod m). V opa¢ném piipadé fekneme, Ze a je kvadraticky nezbytek modulo
m.

Cviceni. Najdi vSechny kvadratické zbytky modulo m pro m € {3,4,5,7,8,9}.

Triky s rovnicemi

Kazda celociselnd rovnice musi ztistat v platnosti, kdyz ji zeslabime na kongruenci
modulo libovolné ¢islo. Pokud tedy chceme dokézat, Zze néjaka rovnice nebo jeji pod-
pripad nema feseni, mize nadm pomoci vhodné zvolené modulo — pokud by existence
feseni vedla k tomu, Ze néjaky znamy kvadraticky nezbytek ma byt kvadratickym
zbytkem, dostaneme spor. Dobré volby modula ¢asto odstrani nebo zjednodusi né-
jakou cast vyrazu.

Uloha 1. Nahlédni, ze rovnice 722 + 5y + 14 = 0 nemé celociselné Feseni.
Uloha 2. Najdi vSechny dvojice prvoéisel p, ¢, jez spliuji p* = 2¢% + 1.
Uloha 3. Nahlédni, Ze rovnice 22 = 3 — 82 4 232 nema celoéiselné fesent.

Uloha 4. Nahlédni, Ze &isla tvaru 4%(8b + 7) se nedaji vyjadfit jako soudet tii
¢tvercu celych cisel.

Uloha 5. Najdi vSechna celoéiselna feSeni rovnice x2 + 5y = 1122

Uloha 6. Res v pfirozenych éislech rovnici a® = 1! + 2! +--- + bl.
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Uloha 7. 3000ciferné p¥irozené ¢islo je v desitkové soustavé v néjakém pofadi
zapsano tisici ¢tyfkami, tisici jednickami a tisici nulami. MuzZe to byt ¢tverec?
Uloha 8. Nahlédni, Ze rovnice 2* + y* = 2* + 4 nemé celoéiselné feseni.

Uloha 9. Pro kterd n lze tabulku n x n vyplnit ¢isly 1 az n? tak, aby soudet
kazdého fadku i soucet kazdého sloupce byly nasobky sedmi?

Uloha 10. Najdi vSechny dvojice prvocisel p, g, jez spliji p° — ¢® = (p + ¢)*.

Kvadratické zbytky modulo p a Legendreliv symbol

Prvocisla zaujimaji vysadni postaveni vSude tam, kde pfichézi do hry jakékoliv déli-
telnost. Nepfekvapi tedy, ze i v kontextu kvadratickych zbytkt byva nejpfijemnéjsi
pocitat modulo prvocislo. Legendreiv symbol pak zjednodusuje rozpoznavani kvad-
ratickych zbytki od nezbytki.

Véta. (mala Fermatova) Pro a € Z a prvoéislo p{ a plati a?~* =1 (mod p).
Véta. (Wilsonova) Pro prvocislo p plati (p — 1) = —1 (mod p).

Definice. Pro a € Z a prvocislo p definujeme Legendretiv symbol jako

0, pokud p | a,
(a) = 1, pokud a # 0 je kvadraticky zbytek mod p,
—1, pokud a # 0 je kvadraticky nezbytek mod p.

Tvrzeni. (Eulerovo kritérium) Pro liché prvocislo p plati (%) =a"7 (mod p).

Cviceni. Legendretv symbol je ipiné multiplikativni, tedy pro a,b € Z a prvocislo
p plati () = (3) (3)-

Cviceni. Modulo liché prvocislo p existuje

(véetné nuly) a % riznych nezbytki.

p—;l riznych kvadratickych zbytku

Uloha 11. Nahlédni, 7e pro kazdé pfirozené n a prvoéislo p ma kongruence n =
22 + y? (mod p) Teseni.

Uloha 12. V zavislosti na prvodisle p uréi soucet viech kvadratickjch zbytkd mo-
dulo p.

Uloha 13. Je dano liché prvoéislo p. Kolik z ¢isel = € {1,...,p — 2} splituje, Ze
i x + 1 jsou kvadratické zbytky?

Uloha 14. Dokaz, Ze existuje nekoneéné mnoho prvoéisel tvaru 4k + 1.
Uloha 15. Rozhodni, zda mé rovnice z° = y? + 4 celo¢iselné feseni.

Uloha 16. Najdi vSechna pfirozena ¢isla, pro néz je n! + 5 t¥eti mocninou celého
¢isla.
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Cviceni. (Gaussovo lemma) Jeddnoa € Za liché prvoéislo p { a. Uvazujme takova
éislad € {1,2,..., 5~ 11 ktera splituji a - i € {p ,...,p— 1} (mod p). Oznaéme n

a

pocet viech takovych . Potom plati (£) = (—1)".

Uloha 17. Bud p prvodéislo tvaru 4k + 3. Nahlédni, ze (
kde N je mnozina kvadratickych nezbytkd mezi ¢isly 1 az

D= (-1 (mod p),
-1

-

"GIQ

Uloha 18. Dokaz, 7ze pro kazdé liché prvoéislo p existuje pfirozené a < VPt
které je kvadratickym nezbytkem modulo p.

Uloha 19. Nechf ai,...,a = jsou vSechny nenulové kvadratické zbytky modulo
liché prvodislo p. Zjednodu$ modulo p polynom (z +aq)--- (z + a = ).

Reciprocita

Eulerovo kritérium a z néj plynouci multiplikativita Legendreova symbolu dévaji
dobry zpﬁsob jak poznat, které a jsou kvadratickymi zbytky modulo jedno dané p.

vvvvvv

kvadratickym zbytkem. K tomu se hodi umet dat do vztahu Legendreovy symboly
modulo dvé rtizné prvocisla.

Tvrzeni. (zékon kvadratické reciprocity) Pro lichd prvocisla p # q plati
P q p=1 g—1
= ) = (71) 2 3.
(5)0C)

(p) (q) —1, pokud p=q=3 (mod 4),
a)\p) 1, jinak.

Ndstin dikazu (podle [7]). Jedna z ekvivalentnich formulaci Cinské zbytkové véty
ika Z;, ~ Z, x Zy, tedy ze ,pocitat mod pq je jako pocitat mod p a mod g naraz“.
Obé mnoziny

Ekvivalentni formulace je

L:{(k,k):0<k<%azéroveﬁp,qfk},
_ ) . - 4
R—{(a,b).0<a<pazaroven0<b<5}

obsahuji pravé jeden prvek z kazdé dvojice x, —x € Z , takze

pg’

Il == ] (ab).

(k,k)eL (a,b)eER

To se s pomoci malé Fermatovy véty, Wilsonovy véty a Eulerova kritéria upravi
na dvojici rovnosti — jedna ur¢i + a z druhé zbude kvadraticka reciprocita.
Detaily pro zajemce na konzultacich. (]
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Tvrzeni. (druhy suplement) Pro liché prvocislo p je

(2) ( P21 1, pokud p =41 (mod 8),
) =(— 5 —
D —1, pokud p = +3 (mod 8).

Dikaz. Stacéi nahlédnout z Gaussova lemmatu. O

Jako pruni suplement kvadratické reciprocity se nékdy oznacuje tvrzeni

<1> ( I)E 1, pokud p=1 (mod 4),
B —1, pokud p =3 (mod 4),

coz je jen specialni piipad Eulerova kritéria.
Kvadratickou reciprocitu se ¢asto vyplati pouzivat v kombinaci s dalsimi vétami
— v tomto piispévku vyuzijeme Cinskou zbytkovou a Dirichletovu vétu.

Véta. (Cinska zbytkova) Jsou-li my,...,my po dvou nesoudélnd piirozena ¢isla

aai,...,a libovolna cela cisla, pak existuje celé ¢islo x splnujici

x = a; (mod my),

x = ag (mod my)

a vSechna takova x jsou si navzajem kongruentni modulo my - - - my.

Véta. (Dirichletova) Je-li a pfirozené ¢islo a b celé ¢islo nesoudélné s a, pak existuje
nekonecné mnoho prvodéisel p splitujicich p = b (mod a).

Uloha 20. Doka, Ze pro pfirozené n nema, &islo 2" + 1 zadné prvociselné délitele
tvaru 8k — 1.

Uloha 21. Doka#, 7e neexistuje pfirozené &islo a takové, ze 2¢ — 1, 22e+1 _ ]
i 2423 _ 1 jsou prvodisla.

Uloha 22. Je déano prvoéislo p. Dokaz, ze délitelnost p | n? + n — 1 mé feseni,
prave kdyz 5 | p(p? — 1).

Uloha 23. Doka#, ze kongruence 28 = 16 (mod p) m4 feseni pro kazdé prvoéislo p.
Uloha 24. Najdi viechna pfirozena n splitujici 2" — 1 | 3" — 1.
Uloha 25. Je déno prvoéislo p tvaru 4k + 1. Nahlédni, ze k¥ = 1 (mod p).

Uloha 26. Necht celé &islo a neni étverec celého é&isla. Dokaz, Ze pak je a kvadra-
ticky nezbytek modulo néjaké prvocislo q.

Uloha 27. Je dan celo¢iselny kvadraticky polynom, jenz mé kofen modulo kazdé
prvocislo p. Nahlédni, Ze potom maé i raciondalni koten.
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Uloha 28. Najdi celoéiselny polynom, ktery mé kofen modulo kazdé prvoéislo p,
ale nema racionalni koten.

Uloha 29. Najdi vSechna prvoéisla p, pro nez je p! + p étverec.

Uloha 30. Doka#, 7e pfirozena &isla m, n splitujici
p(Bm—-1)=5"-1

musi byt soudélna.?

Uloha 31. Dokaz, 7e pro kazdé liché ¢islo n > 1 lze zvolit takova celd ¢isla a, b,
7e ozna¢ime-li f(x) = (v + a)? + b, pak plati:
(i) ged(a,n) = ged(b,n) = 1,
(ii) f(0) je nasobkem n,
(iii) ale pro kazdé pfirozené k méa f(k) prvociselného délitele, ktery nedéli n.
(USEMO 2020)

Jacobiho symbol

Ma-li Legendretiv symbol (%) néjakou vadu, pak je to ta, Zze p musi byt (liché) pr-
vocislo. Tento nedostatek, za cenu ztraty casti vypovidaci hodnoty o kvadratickych
zbytcich, napravuje Jacobiho symbol, ktery rozsifuje definici na vSechna licha pfiro-
zena C¢isla. Hodi se hlavné ke snadnému pocitani Legendreovych symbold. V olym-
piddnich tlohéch se pfilis nevyuzije, ale neuskodi jej znat.

Definice. Mg¢jme a € Z a liché ptirozené n s prvociselnym rozkladem n = p; - - - py,
pfi¢emz p; se nemusi liSit. Potom Jacobiho symbol (%) definujeme pomoci sou¢inu
Legendreovych symbolt jako

0-6)-)

Tvrzeni. (vlastnosti Jacobiho symbolu) Pro celd a, b a lichd pfirozend m, n plati

@ (-GG G-

Ly zde znaéi Eulerovu funkci p(n) =n - [ 2==.
pln
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a

Cviceni. Najdi vhodna a, n, aby platilo (ﬁ) = 1, ale a nebyl kvadraticky zbytek
modulo n.

Cviceni. Ukaz, ze pokud (%) = —1, pak uz musi a byt kvadraticky nezbytek
modulo n.

Cvi€eni. Rozmysli si, jak z vlastnosti (a) az (e) sestavit algoritmus, ktery poéitd
Jacobiho symboly v logaritmickém case.

Uloha 32. Je dano a € Z a prvoéislo p { a. Dokaz, Ze pro kazdé prvoéislo ¢ spliujici
q = +p (mod 4a) plati (%) = (g)

Uloha 33. Najdi vSechna fegeni rovnice
a+ b4 d?* = dabe

v pfirozenych ¢islech. (Problems from the Book)

Navody

Modulo 5.

Modulo 4.

Modulo 8.

Modulo 8.

Modulo 11.

Najdi dobré modulo, kterym se z pravé strany stane kvadraticky nezbytek.
Modulo 3.

Modulo 8.

. Uvaz celkovy soucet v tabulce modulo 7.

10. Modulo 3.

11. Kdyz v n — y? volime réizna y, vyrobi to spoustu nezbytk.

© X NNk ®h e

12. Co se stane, kdyz mnozinu kvadratickych zbytkt pfendsobime jednim fixnim
kvadratickym zbytkem?

13. Upravuyj Zgj ((%) + 1) . ((””TH) + 1).
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14. Uprav klasicky diikaz existence nekoneéné mnoha prvocisel tak, aby vyloudil
prvocisla 4k + 3.

15. Modulo 11.

16. Modulo 7.

17. Zkus do soudinu pridat znaménka podobné jako v dikazu Gaussova lemmatu.
18. Je-li @ nejmensi nezbytek, uvaz b = ng + 1.

19. Koeficienty jsou symetrické vyrazy v a;. Co je nécim prendsobit a zneuZit
symetrii?

20. Pouzij prvni a druhy suplement.

21. S pomoci prvociselnosti exponentt vyrob Legendreovy symboly.

22. Kdy je 5 kvadraticky zbytek modulo p?

23. Rozloz na kvadratické polynomy.

24. Najdi délitele se Spatnym (%)

25. Druhy suplement.

26. Klidné poloz ¢ =1 (mod 4) a libovolné navol hodnoty Legendreovych symbolt

(g) pro p | a. Pozor na dvojku.

27. NepomiiZe predchozi lloha?

28. Vyuzij multiplikativitu Legendreova symbolu.

29. Rekni néco o prvoéislech g < p.

30. Popis prvociselny rozklad 5™ — 1 a zbytky jednotlivych prvocisel mod 5.

31. Pokus se zvolit b tak, aby pro velkd z byly relevantni valuace é&isla x2 + b
omezene.

32. Pouzij (e), (d) a (b). Pozor na paritu!

33. Vyuzij ¢tverec k dvojimu vyjadieni néjakého Jacobiho symbolu. Bude potieba
trochu rozlisit paritu.
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