Kvadratické (a jiné) zbytky

LUKAS ZAVREL

ABSTRAKT. Tento pfispévek seznamuje s Gplné zakladnimi vlastnostmi zbytku ctver-
ci po déleni riznymi Cisly a na jednoduchych az stfedné tézkych ulohach ukazuje
vyuziti téchto zbytka.

Vsechna ¢isla v tomto prispévku jsou pfirozena.

Definice. Nechf a € Z a n € N. Rekneme, ze a je kvadratickiym zbytkem modulo
n, pokud existuje ¢ € N takové, ze ¢> = a (mod n). V opa¢ném piipadé fekneme, 7e
a je kvadratickym nezbytkem. Podobné definujeme zbytky kubické i vyssich Fadi.

Zajimavé vysledky casto dostaneme, zvolime-li za modulo n z predchozi definice
takové ¢islo, aby pocet kvadratickych (pfipadné kubickych ¢i jinych) zbytkt byl co
nejmensi. V praxi se pro kvadratické zbytky ¢asto pouZivaji hodnoty n = 4 (jediné
mozné kvadratické zbytky jsou pak 0 a 1) an =8 (0, 1 a 4). Pro kubické zbytky se
vyplati zkusit n = 7 (zbytky 0, 1, 6) ¢in =9 (0, 1, 8).

Lemma. (Pocet kvadratickych zbytkt) Necht p je liché prvocislo. Pak mezi ¢isly

1,2,...,p—1 je prave % kvadratickych zbytki modulo p a stejné tolik kvadratic-

kych nezbytki.

Velmi lehké priklady

Piiklad 1. Dokazte, ze pokud 7 déli a®+b%, poté 7 déli a i b. Dokazte, Ze obdobné
tvrzeni pro pétku neplati.

Priklad 2. Dokaite, ze ¢isla tvaru 4k + 3 nejdou zapsat jako soucet dvou ¢tverci.
Priklad 3. Najdéte viechna feseni rovnice 1! + 2! + - -- + n! = 2.

P¥iklad 4. Najdéte viechna feseni rovnice 22 + y? + 22 = 2007.
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Lehké priklady

Piiklad 5. Mgé&jme 22 4+ y? = 22. Dokazte, Zze hodnota alespoti jedné z neznamjch
x, y, z je délitelnd tfemi, alespon jedna Ctyfmi a alespon jedna péti.

Piiklad 6. Mgéjme éisla z, y, z takova, ze 22 + ¢ = 23. Dokaite, Ze alespoii jedno
z nich je délitelné sedmi.

Priiklad 7. Dokazte, Ze soucet t¥i, étyf, péti ani Sesti ¢tverct po sobé jdoucich ¢isel
neni ¢tverec.

Méné lehké

Priklad 8. Pepa s Lukdsem maji stddo oveéek. Jednoho krasného dne ale okolo
jejich pastviny jel bohaty developer a rozhodl se, ze stado koupi. Pastyti se dohodli
a nakonec souhlasili s tim zZe kazda ovecka bude stat tolik, kolik jich je ve stadu.

Manazer tedy vytahl jednoeurové mince a zacal je mezi Pepu s Lukasem roz-
délovat. Deset Pepovi, deset Lukasovi, deset Pepovi...AZ dal nakonec deset minci
Pepovi a ¢astku mensi nez 10 Euro Lukasovi. Pepa proto vytahl z kapsy nuz a podal
ho Lukéasovi se slovy: ,,Nyni jsme si kvit.“ Kolik stal ntz?

Piiklad 9. Lagrangeova véta o ctyrech c¢tvercich tvrdi, Ze kazdé Cislo lze zapsat
jako soucet nejvyse ¢tyf druhych mocnin. Dokazte, Ze t¥i by nestacily.
P¥iklad 10. Najdéte vSechna feseni rovnice n! + 5 = 23.

Priklad 11. UvaZujme prvodisla n; < ng < --- < ng;. Dokazte, ze pokud 30 déli
n} +mnj + -+ nip, potom se mezi témito prvodisly vyskytuji tii po sobé jdouci.
(Rumunsko 2003)

Lehce tézké
Piiklad 12. Dokazte, Ze pokud dva ¢tverce jdou zapsat jako 4x — 3y a 4y + 3z,
kde z, y jsou pfirozena cisla, pak jsou oba dva délitelné péti. (PraSe 29, 7)

Ptiklad 13. Najdéte vSechna feSeni rovnice 2" + 12" + 2011" = z2.
(USAJMO 2011)

Piiklad 14. Méjme mnoZinu ¢yt ¢isel {2,5,13,d}, kde d € N, d # 2,5,13. Do-
kazte, Ze si umime zvolit dvé rizna ¢isla a, b z této mnoziny takova, ze ab— 1 nebude
&tverec. (IMO 1986)
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