Kvadratické zbytky
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Definice. Nechta € Z an € N. Rekneme, Ze a je kvadratickym zbytkem modulo
n pokud existuje ¢ € N takové, Ze ¢ = a (mod n). V opa¢ném piipadé fekneme,
ze a je kvadratickym nezbytkem.

Definice. Necht p je liché prvocislo a a € 7, pak definujeme Legendretiv symbol
(%) nasledovne:

0  propla
(ﬂ) =< +1 pokud a je kvadratickym zbytkem a p fa

b —1 pokud a neni kvadratickym zbytkem

Lemma. (Pocet kvadratickych zbytkti)  Necht p je liché prvocislo, pak mezi
¢éisly 1,2,...,p — 1 je pravé % kvadratickych zbytki modulo p a stejné tolik
kvadratickych nezbytki.

Véta. (Eulerovo kritérium)  Necht p je liché prvocislo a a € 7, pak plati:

()=

Diikaz. Ptipad pla je jednoduchy, zaméfime se tedy na pfipad p [ a. Podle malé
Fermatovy véty plati:

|

(mod p)

a?! =1 (mod p)

(aprl + 1) (a%1 — 1) =0 (mod p)

Tedy o’ = +1 (Protoze p je prvodislo.)
Je-li a kvadraticky zbytek pak plati, Zze existuje ¢ € Z takové, ze ¢ = a tedy
a =z =cP7! =1 (opét podle malé Fermatovy véty), tedy pro kvadraticky zbytek

véta plati. Navic zadné jiné c¢islo kromé p;—l nenulovych kvadratickych zbytkt

o\ o« p_1 - . . .
modulo p nemiize spliovat a 2 — 1 = 0, protoze leva strana této kongruence je
p—1 p—1

mnohoclen stupné 5= a proto ma tato rovnice nejvyse 5= kofeni modulo p.

Tedy pro kvadratické nezbytky plati: o't = —1. O

UvazZme dvé reprezentace zbytku po déleni néjakym lichym prvocislem p a to
mnoziny:
-1 -1
M={-t5,...,-1,01,... 5}

2
N={0,1,...,p—1}
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Déle pro néjaké celé ¢islo a (p fa) uvazme posloupnosti délky p — 1:

M(a) = (my, 6M:k6{1,2,...,p—;1},ka5mk (mod p))
N(a) = (ny EN:kE{l,Z...,pQ;l},k;aEnk (mod p))

Ozna¢me m(a) pocet zapornych ¢leni M(a) a obdobné n(a) pocet ¢lentt N(a)
vétsich nez p—;l. Uvédomme si, ze zaporné ¢leny M (a) dostaneme z ¢lentt N(a),
které jsou vétsi nez ”2;1 tak, ze od nich odeéteme p, tedy specidlné dostavame
n(a) = m(a).
Zamyslime-li se hloubéji snadno pfijdeme na to, ze pokud v posloupnosti N(a)
zménime znaménka vsech ¢lentt na kladné (ozna¢me takovou posloupnost Nt (a))
p—1

dostaneme vSechny zbytky od 1 do 5=, nebot kdybychom uvézili posloupnost

M_(a)={<m_reM:ke {1,2,...,’32;1},—ka =m_; (modp)}

Tak tato posloupnost mé pravé ¢leny opaénych znamének, nez M(a) a obé po-
sloupnosti dohromady maji za ¢leny vSechny nenulové zbytky modulo p.

Véta. (Gaussovo lemma) Necht a € Z a p je liché prvodislo, navic p | a, pak

plati:
(E) _ (c1)"@ = (_1)n@
P

Dikaz. Protoze m(a) = n(a) staci nAm dokézat prvni rovnost. Plati:

<p; 1)! = I =@ k]'[l ka = (—1)™@g"> (1%1)!

meM™(a)

, ’ —1 v s v v 7 , v,z
Pokracenim (pT)! (coz je jisté nesoudélné s p) na obou strandch a pouZitim

Eulerova kritéria dostaneme kongruenci 1 = (—1)™(®) (%), coz lze snadno upravit

do pozadovaného tvaru vynésobenim (—1)"(@). O

Véta. (Zékon kvadratické reciprocity)  Necht p,q jsou dvé lichd prvodisla, pak

plati:
(2)-c
()
()=o)
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Lemma. (Nutnost ¢yt ¢tvercit) Necht k,m € NU {0}. Cislo 4™(8k + 7) nelze
zapsat jako soucet nejvyse tii ¢tvercii prirozenych ¢isel.

Véta. (Lagrange) Kazdé prirozené cislo Ize zapsat jako soucet nejvyse Ctyf
¢tverci prirozenych cisel.
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