Kvadraticka reciprocita

FiLip BIALAS

ABSTRAKT. Zakon kvadratické reciprocity je zajimavé véta z teorie ¢isel. Jako prvni
ji dokézal Carl Fridrich Gauss v roce 1796, ktery si tuto vétu velmi oblibil — za svij
zivot vydal hned osm riiznych dikazi a oznacoval ji za Zlatou vétu. V tomto pfispévku
si ji dokdzeme a nasledné ji budeme aplikovat na zajimavé priklady, mimo jiné i na
par specialnich pripada Dirichletovy véty.

Definice. Cislo a nazveme kvadratickym zbytkem modulo m, pokud existuje celé
x takové, Ze 22 = a (mod m). Zbylym ¢islim Fikame kvadratické nezbytky.

Definice. Necht p je liché prvodéislo a a € Z, pak definujeme Legendretiv symbol
(%) nésledovné:

0 propla
() =< +1 pokud a je kvadratickym zbytkem a pta
—1 pokud a neni kvadratickym zbytkem

Nyni si ukdzeme nékolik zpiisobtl, jak miizeme spocitat, zda je néco kvadraticky
zbytek modulo néjaké prvodislo, nebo ne. Ttesnickou na dortu bude poté zakon
kvadratické reciprocity, ktery dava pro razna lichd prvodisla p, g jednoduchy vztah

p—1

mezi (2> a (3)
q P
Tvrzeni. (Eulerovo kritérium) Necht p je liché prvodislo a a € Z. Pak (%) =az
(mod p).
Tvrzeni. (Multiplikativita Legendrova symbolu) Necht p je liché prvocislo a a,b €

2 bk (2) - (2) (). )

Tvrzeni. Necht p je liché prvocislo, pak (%) =(-1)"=

Tvrzeni. (Gaussovo lemma) At p je liché prvodislo a a celé ¢islo s nim nesoudélné.
Oznac¢me n pocet takovych c¢isel k € {1,2,..., ”2;1}, ze ak dava po déleni p vétsi

sbytek nez &. Pak (g) = (1)
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Véta. (Zakon kvadratické reciprocity) Necht p,q jsou dvé rizna lichd prvocisla.

Pak (5) (3) = (-0

Specidlni pripady Dirichletovy véty

Uloha 1. Dokaite, Ze existuje nekone¢né mnoho prvocisel.

Reseni. Predpokladejme pro spor, zZe by jich bylo jen koneéné mnoho. Ozna¢me si
je p1,D02,...,Pn. Potom pips...p, + 1 je pfirozené Cislo vétsi nez jedna, které dava
modulo kazdé z prvocisel zbytek 1, takze neni zadnym z nich délitelné. Tedy musi
byt délitelné jinym prvocislem, coz je ve sporu s tim, Ze mame vsechny.

Podobné a celkem jednoduse mizeme tvrzeni o nekonecném poctu prvocisel do-
kézat i pro prvocisla vybrana, kterd jsou obsazena ve specialnich aritmetickych po-
sloupnostech. Musime ale pti volbé ¢isla, které neni délitelné zadnym ze zvolenych
prvocisel, néjak zarucit, aby skutec¢né muselo byt délitelné nékterym dalsim zvole-
ného tvaru a ne pouze prvocisly jinymi. K tomu se nam bude hodit vypracovana
teorie kvadratickych zbytki.

Obecné se da ukazat, ze v kazdé aritmetické posloupnosti an + b, kde a,b jsou
nesoudélnd pfirozend c¢isla, se nachazi nekonec¢né mnoho prvocisel. Tomuto vysledku
se Tika Dirichletova véta, jeji diikaz je ale bohuzel prili§ obtiZzny na to, abychom si
ho zde ukazali.

Priklad 2. Dokazte, Ze existuje nekone¢né mnoho prvocisel tvaru 4k + 3.
Priklad 3. Dokazte, Ze existuje nekoneéné mnoho prvodéisel tvaru 3k + 2.
Priiklad 4. Dokazte, Ze existuje nekoneéné mnoho prvodcisel tvaru 4k + 1.
Priklad 5. Dokazte, Ze existuje nekoneéné mnoho prvodéisel tvaru 3k + 1.
Priiklad 6. Dokazte, Ze existuje nekoneéné mnoho prvodcisel tvaru 5k + 4.
Priklad 7. Dokazte, Ze existuje nekoneéné mnoho prvocisel tvar 8k + 1.

Priiklad 8. Dokazte, Ze existuje nekoneéné mnoho prvodcisel tvaru 8k + 3.

Dalsi priklady

Priklad 9. Ukazte, Ze 2" + 1, kde n je pfirozené ¢islo, nemé zadné prvociselné
deélitele tvaru 8k — 1. (Vietnam TST 2004)

Priklad 10. Dokazte, Ze pro vSechna lichd prvocisla p je nejmensi kvadraticky
nezbytek mensi nez 1+ /p.
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Piiklad 11. DokaZte, Ze neexistuje pfirozené &islo a takové, ze 2¢ — 1, 22e+1 _ 1,
24243 _ 1 jsou vSechna prvodéisla.

P¥iklad 12. Dokaite, Ze pokud prvoéislo p | n2 +n — 1 pro né&jaké ptirozené n,
pak p =5 nebo 5 | p? — 1.

Piiklad 13. Najdéte vSechny dvojice ptirozenych ¢isel (m,n) takovych, ze
mb =n"t 4 n—1.
(iKS 4-3-N3)
Priklad 14. Necht a je pfirozené éislo, které neni étverec. Pak (%) = —1 pro
nekonec¢né mnoho prvocisel p.

Piiklad 15. Necht f(z) je kvadraticky polynom s celo¢iselnymi koeficienty takovy,
7e pro kazdé prvocislo p existuje pfirozené n, pro které plati p|f(n). Dokazte, ze ma
f racionélni kofeny.

Navody

2. Zvolte 4p1ps...py + 3.

3. Zvolte 3p1ps...pn + 2.

4. Zvolte (2p1p2...pn)* + 1.

5. Zvolte (2p1pa . ..pn)? + 3.

6. Zvolte bud (2p1p2...pn)* — 5, nebo (4pipz ...pn)* — 5.

7. Zvolte (2p1pa...pn)* + 1.

8. Zvolte (2pips...pn)* + 2.

9. Pokud je n liché, tak vynasobte vyraz dvéma, aby byl 2" étverec.

11. Nutné musi byt i 2a + 1,4a + 3 prvocisla — pracujte v jejich modulu.

12. Prvodéislo p musf délit i 4(n? +n —1) = (2n +1)? — 5.

13. Odhady dojdeme k n = 0 nebo n =4 mod 6. Spocitame, Ze pak prava strana
neni kvadraticky zbytek modulo n + 1.

14. Kouzleni s kvadratickou reciprocitou.

15. Staci ukazat, ze je diskriminant ¢tverec. Ukazte, Ze je kvadraticky zbytek mo-
dulo kazdé prvocislo, coz bude spor s minulym prikladem.
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