KuZzeloseCky

DaviD HRUSKA

ABSTRAKT. Prispévék obsahuje tii ekvivalentni definice kuzelosecek a jejich zakladni
vlastnosti. Hlavni ¢ast je vénovana syntetickému pfistupu, ktery neni rozsifeny, ale je
elementarni a s pouzitim nékterych vysledku klasické planimetrie rychle vede k pokro-
¢ilym vlastnostem kuzelosecek.

Rovinné definice

Elipsa je mnozina vSech bodu v roviné, které maji od dvou pevné danych raznych
bodit E, F (ohnisek) konstantni soucet vzdalenosti 2a pro néjaké a > 0. Elipsa je
zfejmé soumérna podle pfimky EF a podle kolmice na ni vedené stfedem tusecky
EF. Témto primkam fikdme hlavni a vedlejsi poloosa. Elipsa protind svoji hlavni
poloosu v bodech vzdalenych 2a. Velikosti hlavni poloosy myslime polovinu této
vzdalenosti, tedy a, analogicky pro vedlejsi poloosu.

Hyperbola je mnozina vSech bodt v roviné, které maji od dvou pevné danych
rtznych bodd E, F (ohnisek) konstantni rozdil vzdélenosti 2a, kde 2a < |EF| = 2e.
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Parabola je mnozina vSech bodti v roviné, které maji od pevné dané fidici ptimky
d a ohniska F' (F ¢ d) stejnou vzdalenost. Vzdalenost p = |F'd| se nazyva parametr.
Kruznici lze povazovat za specialni pfipad elipsy — pokud ohniska E, F' splynou.

Poznamka. V obrazcich miZete vidét 1 dalsi standardni parametr elipsy — tzv.
excentricitu, kterou znacime e. My ji ale nebudeme potifebovat, ¢ili se s ni ani ne-
budeme zdrzovat.

Cvicéeni. Urcete mnozinu stiedt vSech kruznic dotykajicich se soucasné dvou da-
nych kruznic, pokud tyto
(i) lezi vné sebe,
(ii) jedna lezi uvnit¥ druhé.
Prestoze budeme pracovat s kuzeloseckami vyhradné synteticky, kratce si shrneme
jejich souvislost s algebraickymi kifivkami.

Algebraicka definice

Definice. Kvivkou druhého stupné rozumime mnozinu bodt (z,y) € R? spliujici
rovnici

a11x2 + 2a12xy + a22y2 + 2b1x + 2bgy +c= 07 (1)

kde koeficienty jsou realna ¢isla.

Lze ukazat, ze pokud leva strana neni soucinem dvou linedrnich vyrazi a rovnici
(1) vyhovuje vice nez jeden bod, pak ji lze vhodnou transformaci soufadnic pfevést
na jeden z tvari

NS s o . .
(i) o + 2= 1, a > b > 0 popisuje elipsu s délkami poloos a, b a ohnisky

v bodech (+va? — b2,0),

(ii) ¥> = 2pz, p > 0 popisuje parabolu s ohniskem v bodé (p/2,0) a ¥{dici

pfimkou danou rovnici x = —p/2,
2 2
) P 1, a,b > 0 popisuje hyperbolu s ohnisky v bodech (£+v/a? + b2, 0).
2 2
a
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KuZelova definice

V tomto oddilu zkusime zjistit, pro¢ se nasim oblibenym kiivkam fika pravé kuzelo-
secky. Pti fezu rotacni kuzelové plochy rovinou, kterd neprochazi vrcholem kuzelové
plochy, obdrzime vzdy elipsu, parabolu nebo hyperbolu. Typ kuzelosecky zavisi na
thlu, pod kterym rovina kuzelovou plochu protina. Ozna¢me « thel, ktery sviraji
povrchové pfimky s rovinou kolmou na osu kuzelové plochy, a 8 thel fezné roviny a
roviny kolmé na osu kuZelové plochy (viz obrazek).

(i)

Uvazme prvni ptipad, ¢ili @ > . Do obou ¢asti spodniho kuzelu vepiseme sféry
a body jejich dotyku s feznou rovinou ozna¢me sugestivné F} a F5. Prislusny fez
kuzelové plochy je potom elipsa s ohnisky F; a F5. Toto tvrzeni si na prednasce
dokéazeme.

Cviceni. Dokazte analogickd tvrzeni pro hyperbolu (analogické) a parabolu (mirné
odlisné; uvazte navic rovinu obsahujici dotykovou kruznici).

Cviceni. Rozmyslete si, ze degenerované piipady priniku fezné roviny a kuzelové
plochy odpovidaji tém zminénym u algebraické definice.

Cviceni. Popiste rovinny fez valcové plochy.

Geometrické vlastnosti

Nasledujici tvrzeni ukazuje mozna nejzajimavéjsi vliastnost kuzelosecek, se kterou se
¢lovék muize potkat i v praxi' a da se pouzit jako zaklad pro synteticky p¥istup ke
kuzeloseckam.

Umluva. Ohniska elipsy a hyperboly budeme znacit I} a F.
Véta. (The optical property)
(1) Tec¢na k elipse, ktera se ji dotykd v bodé P, je osou vnéjsiho thlu Fy PF;.

1Viz napt. (eliptické) Septajici galerie, parabolické antény, reflektory, dalekohledy...
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(2) Te¢na k hyperbole, ktera se ji dotyka v bodé P, je osou vnit¥niho dhlu
F\PFs.
(3) Tec¢na k parabole, ktera se ji dotyka v bodé P, je osou thlu Fy PP’ kde P’
je projekce P na ridici pfimku.
Poznamka. Jak uz jsme si mohli nékolikrat vS§imnout, elipsa a hyperbola maji
mnoho podobngch (v jistém smyslu spiSe opac¢nych) vlastnosti. Naproti tomu para-
bolu miizeme vnimat jako extrémni pripad mezi nimi, nejlépe jako ,elipsu s jednim
ohniskem v nekonec¢nu“. S touto analogii je tfeba zachézet opatrné, ale napriklad na
predchozi vété funguje dobte.
Pro elegantni dukaz véty pro elipsu a hyperbolu je uziteéné feseni nasledujici
ulohy.
Cviceni. Je ddna pfimka p a body A, B mimo ni. Naleznéte na p bod P minima-
lizujici soucet, resp. maximalizujici rozdil jeho vzdalenosti od bodu A a B.
Nyni uz se miZeme vrhnout na pofddnou geometrii!
Tvrzeni. Priisecik tecen k elipse vedenych krajnimi body P, Q) jeji tétivy obsahu-
jici ohnisko F je stfed kruznice pripsané trojuhelniku Fs PQ) prislusejici strané PQ).
Navic Fi je bod dotyku této kruznice a strany PQ.

Tvrzeni. Necht P je priisecik tecen k elipse dotykajicich se ji v bodech X a Y.
Pak plati <X P =<YFP.

Ulohy o elipse
Uloha 1. Dokazte, Ze mnozina bodii soumérnjch s jednim ohniskem elipsy podle
vSech tecen je kruznice se stfedem ve druhém ohnisku o poloméru 2a.

Uloha 2. Danym bodem vedte teény k elipse. Rozliste ptipady, kdy bod lezi na
elipse a mimo ni.

Uloha 3. Popiste mnoZinu stiedd tétiv elipsy daného sméru.
Uloha 4. Pomoci pravitka a kruzitka zkonstruujte ohniska dané elipsy a.

Uloha 5. Do 2n-tihelniku je vepsana elipsa. Obarvéme strany mnohothelniku st¥i-
davé bile a ¢erné. Dokazte, ze soucet thli, pod kterymi jsou z ohniska vidét bilé
strany, je roven 180°.

Ulohy o parabole

Uloha 6. Danym bodem vedte teény k parabole (je dino ohnisko a Fidici ptimka).
Rozliste pripady, kdy bod lezi na parabole a mimo ni.

Uloha 7. Uré¢i mnozinu bodt, které maji od piimky ¢ a bodu M staly soucet
vzdalenosti.
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Nasledujici tllohy je vhodné Tesit v uvedeném poradi.
Uloha 8. Dokazte, Ze obraz ohniska v osové soumérnosti podle teény lezi na iidici
primce.

Uloha 9. 7 bodu P jsou vedeny teény k parabole dotykajici se ji v bodech X a Y.
Jejich kolmé projekce na ¥idici pfimku oznadme X’ a Y’. Dokazte, Ze P je opsisté
trojihelniku FX'Y”.

Uloha 10. Dokazte, e mnozina bodil, z kterych je parabola vidét pod pravym
thlem, je fidici pfimka. Navic pro P na fidici pfimce je PF vyska v trojuhelniku
XPY, kde X aY jsou body dotyku tecen z P.

Uloha 11. Dokaite, 7e ohnisko paraboly pfipsané trojuhelniku lezi na jeho kruznici
opsané.

Bonus. S vyuzitim vlastnosti Simsonovy pfimky dokazte

Tvrzeni 12. Ridici piimka paraboly pfipsané trojiihelniku prochézi jeho priiseci-
kem vysek.

Uloha 13. Je dana parabola a jeji te¢na t dotykajici se ji v bodé P. Dokazte,
ze priseCik kolmice na t prochazejici P s osou paraboly se nachéazi v konstantni
vzdalenosti od projekce P na osu paraboly nezavisle na poloze bodu P.

Uloha 14. Jsou dény dvé riiznobézné piimky a na kazdé z nich bod pohybujici se
po ni konstantni (ne nutné navzdjem stejnou) rychlosti tak, ze priseéikem pfimek
neprojdou oba body najednou. Dokazte, ze jejich spojnice béhem pohybu ztstava
tecnou k pevné parabole.

Navody

1. Vyuzijte Vétu.

2. Pro bod na elipse pouzijte Vétu, pro bod mimo vhodné pfeneste celou délku 2a
na poloptimku Fi T, kde T je hledany bod dotyku.

3. Vyuzijte toho, Ze elipsa je rovnobéznou projekci kruznice.

4. Vyuzijte pfedchozi tlohu pro nalezeni stfedu elipsy. Pak sestrojte hlavni a ved-
lejsi poloosu. Vyuzijte symetrie elipsy.

Vyuzijte druhého Tvrzeni.

Pomoci Véty najdéte projekci bodu dotyku na fidici primku.

Vhodné posuiite q.

Vyuzijte Vétu.

© ® oo

Tecny jsou osy stran.

10. Vyuzijte tlohu 8.

11. Vyuzijte tlohu 8 a Simsonovu pfimku.
13. Najdéte podobné trojahelniky.
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14. Definujte parabolu tfemi te¢nami (dvé uz méate) a vyuzijte tlohu 10.
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