KuzeloseCky

ALCA SKALOVA

»Klasické" definice

Elipsa je mnozina vSech bodid v roviné, majicich od dvou pevné danych rtznych
bodi E, F (ohnisek) konstantni soucet vzdalenosti 2a, kde 2a > |EF| = 2e.
Parabola je mnozina vSech bodu v roviné, majicich od pevné dané ridici pfimky
d a ohniska I' (F' ¢ d) stejnou vzdalenost. Vzdélenost p = |F'd| se nazyva parametr.
Hyperbola je mnozina vSech boddl v roviné, majicich od dvou pevné danych riz-
nych bodi E, F' (ohnisek) konstantni rozdil vzdalenosti 2a, kde 2a > |EF| = 2e.
Kruznici l1ze povazovat za specidlni pripad elipsy — pokud ohniska F, F' splynou
do jednoho bodu.

Zakladni vlastnosti

V ptipadé elipsy nazyvame délkou hlavni poloosy vzdalenost a = |AS|, délkou vedlejsi
poloosy vzdalenost b = |C'S|, excentricitou vzdéalenost e = |FS|. Plati a? = b2 + €2

V pfipadé hyperboly nazyvame délkou hlavni poloosy vzdélenost a = |BS|, excen-
tricitou vzdalenost e = |E'S|. Kolmice z hlavniho vrcholu B protne asymptotu v bodé
P (viz obréazek). Oznaéime-li b = |PB], plati jednak e = |SP|, jednak e? = a2 + b
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Osova afinita

Pravothla osova afinita v roviné je zobrazeni uréené piimkou o (osou) a pomérem
k > 0. Obrazem bodu X ¢ o je bod X’ v poloroviné oX, pro ktery je | X'o| = k| Xo|.
Body osy o jsou samodruzné.t

Obrazem kruznice v pravothlé osové afinité je elipsa.

Kuzelosecky jako fezy na kuzelové ploSe

Pri fezu rotacni kuzelové plochy rovinou, ktera neprochézi vrcholem kuzelové plochy,
obdrzime vzdy elipsu, parabolu nebo hyperbolu. Typ kuzelosecky zavisi na thlu,
pod kterym rovina kuzelovou plochu protina. Oznac¢me « thel, ktery sviraji povrsky
(povrchové pfimky) s rovinou kolmou na osu kuzelové plochy, a 3 thel fezné roviny
a roviny kolmé na osu kuzelové plochy (viz obrazek).

V pripadé
(i) a > B je fezem elipsa,
(ii) « = 8 je fezem parabola,
(iii) a < B je fezem hyperbola.

1Samodruzny bod je takovy, ktery se zobrazi sim na sebe.
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Ohniska E a F', popfipadé ohnisko F' paraboly, jsou body dotyku kulovych ploch
k" a k" vepsanych kuZelové ploge, které se zaroven dotykaji fezné roviny o.

Piedchozim tvrzenim se souhrnné fikd Quételetova-Dandelinova véta. Pro jeji
dtikaz (Cast o elipse) na pfednasce ndm bude nadpomocen nésledujici obréazek.

Ridici pfimka kuZelosecky

V ,klasické* definici kuzelosecek je urcitd nejednotnost — v piipadé elipsy a hyper-
boly zkoumame vzdalenost od dvou bodt, kdezto v pripadé paraboly nas zajima
vzdalenost od bodu a primky. Pokusme se tuto nejednotnost odstranit a definovat
vSechny tfi kuZeloseCky stejnym zpusobem, a to pomoci vzdalenosti od dané ridici
primky d a ohniska F (F ¢ d). Nutno podotknout, Ze kruznici timto zptisobem
definovat nelze.
Mnozina vSech bodd X v roving, které maji stejny pomér vzdalenosti k (k > 0)
od Fidici pfimky d a od bodu F (tedy k|Xd| = | X F|), je
(i) elipsa, pro k < 1 (z feckého €lleipsis = vynechani, proto je také v lingvistice
elipsou minéna vypustka),
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(ii) parabola, pro k =1 (pfirovnéni),
(iii) hyperbola, pro k > 1 (nadsédzka).

Vlastnosti tecen a ohniskové vlastnosti

Priwodice bodu M (coZ jsou spojnice M a ohnisek) elipsy/hyperboly déli rovinu na
dvé dvojice vrcholovych thlt. V pripadé elipsy nazyvame vnéjsimi uhly pruvodicu
dvojici thli neobsahujici jeji stfed, zatimco v pfipadé hyperboly naopak dvojici
obsahujici jeji stred.

V pripadé paraboly nazyvame pruvodic¢i jejtho bodu M dvojici pfimek, z nichz
jedna je spojnice M a ohniska F' a druhd je kolmé na fidici pfimku d a prochéazi M.
Vnéjsimi thly pravodi¢t bodu M paraboly nazyvame ty dva vrcholové ahly, z nichz
jeden obsahuje vrchol paraboly.

Véta 1. Tecna elipsy/paraboly/hyperboly pili vnéjsi thly pruvodic¢ii bodu dotyku.

Véta 2. Mnozina bodii soumérnych s jednim ohniskem elipsy podle vsech tecen je
kruznice se stfedem ve druhém ohnisku o poloméru 2a.

Véta 3. Mnozina pat kolmic spusténych z ohnisek elipsy na jeji tec¢ny je kruznice
se stfedem ve stfedu elipsy o poloméru a.

Véta 4. Mmnozina bodii soumérnych s jednim ohniskem hyperboly podle vsech
tecen lezi na kruznici se stiedem ve druhém ohnisku o poloméru 2a.

Véta 5. Mmnozina pat kolmic spusténych z ohnisek hyperboly na jeji tecny lezi na
kruznici se stiedem ve stiedu hyperboly o poloméru a.

Véta 6. Usek teény omezeny asymptotami hyperboly je piilen bodem dotyku.

Véta 7. Tecna hyperboly spolu s asymptotami urcuje trojuhelnik, ktery ma kon-
stantni obsah.

Véta 8. Mnozina bodi soumérnych s ohniskem paraboly podle vsech tecen je ridici
piimka d.

Véta 9. Mnozina pat kolmic spusténych z ohniska paraboly na jeji tecny je vrcho-
lova tecna v.

Piklady

Je-li v prikladech déana elipsa, hyperbola ¢i parabola bez blizsitho upfesnéni, mysli se
tim, ze zndme jeji hlavni vrcholy a ohniska, resp. ohnisko a vrchol. Jedinou vyjim-
kou je ptiklad 14, ve kterém je ddna ,pouze“ mnozina bodu z definice elipsy (tedy
specidlné nezndme ani hlavni ani vedlejsi vrcholy).
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Priklad 1. Dokaz, ze uvedené definice kuzelosecek jsou vskutku ekvivalentni.

Priklad 2. Dokaz, Ze fezem rotacni vélcové plochy a roviny, ktera neni rovnobézna
s osou oné valcové plochy, je elipsa.

Priklad 3. Je dana kruZnice k a vné pevny bod M. Urdi mnozinu stfedd vsech
kruznic, které se dotykaji k a prochézeji M.

Priklad 4. Uréi mnozinu bodt, které maji od piimky ¢ a bodu M staly soucet
vzdalenosti.

Priklad 5. Jsou dany dvé nesoustiedné kruznice k a [ tak, ze [ je uvnitt k. Uréi
mnozinu stfedi vSech kruznic, které maji vnitini dotyk s k a vnéjsi dotyk s [.

Priklad 6. Je dana kruznice k a p¥imka p, ktera ji neprotina. Uréi mnozinu stfedi
vSech kruznic, které se dotykaji k a p (pficemz s k maji vnéjsi dotyk).

Elipsa

Priklad 7. Zkonstruuj teény k elipse danym bodem.

Priklad 8. Sestroj elipsu, je-li dano:

(i) hlavni vrchol A, vedlejsi vrchol C, délka hlavni poloosy a,
(ii) hlavni vrcholy A a B, bod elipsy M,
(iii) hlavni vrcholy A, B a te¢na t.

Priklad 9. Do trojihelniku PQR vepi$ elipsu tak, aby dany bod F byl jejim
ohniskem.

Priklad 10. Jsou dany dvé elipsy sdilejici ohnisko. Dokaz, ze v takovém pfipadé
maji nejvyse dva spoleéné body.

Priklad 11. Sestroj pruseéiky piimky p a elipsy zadané hlavnimi vrcholy A, B a
vedlejsim vrcholem C.

Priklad 12. Zkonstruuj teény k elipse danym smérem.

Piiklad 13. Dokaz, Ze soucin vzdalenosti ohnisek elipsy od tefny je konstantni
(pro kazdou teénu).

Priiklad 14. Zkonstruuj ohniska elipsy pomoci pravitka a kruzitka.

Hyperbola

Priklad 15. Z daného bodu ved te¢ny k hyperbole.
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Priklad 16. Sestroj hyperbolu, je-li dano:

(i) ohnisko F', asymptota m, smér s druhé asymptoty,

(ii) ohmiska E, F, te¢na t,
(iii) ohnisko F, te¢na t; s bodem dotyku T a dalsi teéna to,
(iv) ohmisko F', asymptota m, délka hlavni poloosy a.

Piiklad 17. Sestroj rovnoosou? hyperbolu, je-li dan stfed S, teéna ¢, délka hlavni
poloosy a.

Parabola

Piiklad 18. Danym bodem ved tecny k parabole.

Priklad 19. Sestroj parabolu, je-li dano:

(i) osa o, bod paraboly M a parametr p,
(ii) osa o, ohnisko F' a te¢na t,
(iii) ohnisko F, teény t1, ta.

Priklad 20. Z bodu P na ¥idici pfimce d ved teény k parabole. Dokaz, ze teény
jsou vzajemné kolmé.

Literatura a zdroje

Cerpala jsem pievazné ze skript Pavla Pecha KuZelosecky, ve kterych naleznete dii-
kazy ke vSem zminénym vétam a feSeni nékterych cviceni. Skripta jsou dostupné na
strankach JCU: https://www.pf.jcu.cz/stru/katedry/m/knihy/Kuzelosecky.pdf.

2Rovnoosa hyperbola je takova, pro kterou je délka hlavni poloosy rovna délce vedlejsi poloosy.
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