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Resil byste Vy kubickou rovnici?
| Robert Samal

UvaZme rovnici 2" — az™ ' +b3" "2 — 2”3 4 -+ = 0. Co vlastng déldme pri Feseni
této rovnice? Vezmeme jeji koeficienty, coz jsou dle Vietovych vztaht jakési symetrické
polynomy jednotlivych kofent. Konkrétné

a=x1+x2+ - +2Tn

b=z120 + 2173+ -+ Tp_1%n

Kdyz z téchto symetrickych vyrazi sestavime néjaky vzorec, dostaneme opét vyraz,
ktery bude symetricky, tj. nezméni se pfi zddné zameéné (permutaci) korent. (Plati
dokonce véta, kterd fika, ze kazdy symetricky polynom n proménnych jde vyjadrit
pomoci a, b, ...) To, ze viibec nékdy umime kofeny rovnice (tj. vyrazy zcela nesy-
metrické) néjak vyjadfit, vypadd z tohoto pohledu jako maly zdzrak. Vysvétleni je
prosté: my nenajdeme vzorec, ktery vyjadfuje (napf.) x1, ale n vzorct, které vyja-
druji (v néjakém potadi) 1, z2, ... , n. Piesnéji: tyto vzorce dokdzeme najit jen pro
n < 4, pro vétsi n to nejde. Na tvod bych mél jesté poznamenat, Ze tato prednaska
vychézi z kapitolky v krasné (byt ponékud nesrozumitelné) knizce Lubos Motl, Milo§
Zahradnik: Péstujeme linedrni algebru.

Kvadraticka rovnice

Vsimnéme si nejprve, jak vlastné fesime starou zndmou kvadratickou rovnici z2— px+
q = 0. Vyjdeme z vyrazu V = x1 — 2. Ten pii zdméné x1 a ro zméni znaménko. Tudiz
V2 se pri zdméné kofend nezméni a vzhledem k tomu, Ze je to polynom, miazeme jej
vyjadiit pomoci p, ¢, konkrétné V2= p2 — 4q. Vsimneme si déle, ze z V a p umime
zjistit koteny: £1 = (p+V)/2, 2o = (p— V) /2. Zbytek je snadny: odmocnime p? — 4q,
tim ziskdme bud V nebo —V, pfi¢tenim p a vydélenim dvéma ziskdme 1 nebo xs.
Mozna Ti tento postup pripadal pfili§ podrobny. Uvadim ho zde proto, aby byl snaze
pochopitelny postup pro kubickou rovnici.

Kubicka rovnice

Méjme rovnici x3 — az® + br — ¢ = 0. Vzhledem k tomu, Ze hledame tfi hodnoty,
Ize ve vysledku c¢ekat tfeti odmocninu. Potfebujeme tedy néjaky vyraz, ktery se pfti

1, V3.

. ~ o vz ~ g . . 7 ~ 3
permutaci kofenti zméni o t¥eti odmocninu z jedné. Oznaéme o = /1 = -5+ 51
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a piSme V = x1 + ary + a?zg. Pri cyklické zdméné kotfent se hodnota V' vynéasobi
+a, tedy hodnota V3 se nezméni. To vypada nadéjné, zkusme tedy vyraz V3 vyjadrit
presné. Nez se do toho vSak pustime, uvédomme si, Zze zname-li V' a déle podobny
viraz W = 1 + o’zo + axz, mizeme vyjadiit 21 = (a + V + W)/3.

V3= mi’ + x% + mg + 6x1x273 + 3ax%x2 + 3o¢2x1x%+
+ 3043:%953 + 3a2m2x§ + 3am§m1 + 304233390%
w3 = mi’ + x% + mg + 6x1x273 + 3a2m%m2 + 3am1m%+

+ 304233%31:3 + 3043:237% + 3a2m§x1 + 3am3m%

Rozepiseme-li o do realné a imaginarni slozky, mizeme poslednich Sest ¢lend ve
% (resp. W3) psat jako A &+ B, kde

3/ 2 2, 2 2, 2 2
A= ~3 (z1m2 + 2125 + 2323 + T223 + 2571 + w327)

3v/3i
2

B = ((x%xg + x%xg + x%xl) — (xlx% + xgx% + xgx%)) .

Vyraz B pfi zaméné dvou kofenti zméni znaménko, jeho druhd mocnina je tedy uz
vyraz symetricky. Po par Gpravach a vyjadfeni pomoci a, b, ¢ dostaneme (zkus to
sam!):

S:a3—3ab+90

A= fg(abf3c)

2
B? = —17 ((ab— 3¢)? — 4(3¢® + b + 3¢ — 3abe + a®c — 3abe + 362)) .
Tyto vyrazy by nas mohly odradit, nicméné vS§imnéme si, ze bude-li a = 0, vSe se
znacné zjednodusi. Nastésti mizeme kazdou rovnici prevést do tvaru, kde a = 0
(jak?), takze mame S$tésti. Dostavame vztahy
S =9c
9
A=<
5¢

() +(5))

Nyni uZ stac¢i sklizet, co jsme zaseli. Neprve vyjaddieme B € 27/ (b/3)3 + (c/2)2.
Umyslné nepisu B = ..., protoze druhd odmocnina miize nabjvat dvou rtznjch
hodnot. Zde muzeme zvolit libovolnou z nich (a tu budeme déle pouzivat), tim ovliv-
nime jen pofadi, v némz kofeny dostaneme. S touto licenci mizeme tedy tvrdit,

ze V3 = 27 (c/2+/(b/3)3 + (c/2)2) a W? = 27 (¢/2 — /(b/3)3 + (c/2)?). Tudiz
Ve 3%/0/2 +/(b/3)3 + (c/2)2 a W € 3{’/6/2 —/(b/3)3 + (c/2)?. Dostavame tedy
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kyzeny vzorec

mase {5 +y(5) + () {55+ (5)
= 2 3 2 2 3 2
Je tu ovSem maly zadrhel: na pravé strané mame celkem 9 soucti a potiebujeme
néjak zjistit, které jsou ty spravné. Snadno ovSem piepocitame, ze VW = a?—3b=
—3b, ¢ili soucin onéch dvou tietich odmocnin musi byt roven —b/3. Pfi vlastnim vy-
poc¢tu tedy zvolime libovolnou hodnotu prvni odmocniny a vybereme k ni prislusejici
hodnotu odmocniny druhé.

3

Rovnice vysSich rada

Podobnym postupem miizeme vyfesit rovnici ¢tvrtého stupné. Vyjdeme tentokrat od
vyrazu xi + x2 — r3 — x4. Podrobny postup si vyzkousej sam. Pro rovnice vyssiho
fadu ovSsem takovy postup selze. A nejen to: lze i dokézat, Ze takovou rovnici nelze
fesit. Zbyde-li ¢as, mizu se na prednasce zminit, jak se to priblizné déla.

UZiti

To si predvedeme na prednésce.
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