Kruznicova inverzia

VIKTOR SZABADOS

ABSTRAKT. Prednéaska je urcend hlavne pre tych, ¢o o kruznicovej inverzii eSte nepo-
¢uli. Cielom prednasky je oboznamif posluchaca so zdkladnymi vlastnostami kruzni-
covej inverzie a poniuknut mu ,novy nastroj“ na rieSenie geometrickych tloh, ktorého
pouzitie si nasledne moze vyskusat na prikladoch.

Sila tohto zobrazenia spoéiva v tom, Ze dokéaze previest tvrdenia o kruZniciach
na tvrdenia o priamkach. Casto sa komplikovana geometricka situacia po vhodnom
zobrazeni inverziou zmeni na jednoduchi a pristupnta klasickym metédam plani-
metrie. Inverzia mé vyuzitie nielen v matematickych stfaziach, ale napriklad aj
v algoritmoch pocitajicich prieniky kruhov.

Dohoda. Rovinu rozsirme o jediny bod oo, o ktorom tvrdime, Ze lezi na vSetkych
priamkach.

Definicia. KruZnicova inverzia je geometrické zobrazenie uréené kruznicou k so
stredom O a polomerom r, ktoré bodu A priradi bod A’ podla nasledujtcich pravi-
diel:
(i) Ak je A= 0, potom A’ = .
(ii) Ak je A = oo, potom A’ = O.
(iii) Inak je A’ bod polpriamky OA, pre ktoru plati

|0A| - [0A| = r2.

Cvicéenie. Je takto urcené geometrické zobrazenie bijektivne?

Cvicenie. Ma4 takéto zobrazenie nejaky samodruzny bod (tj. bod, ktory sa zobrazi
sam na seba)?

Pri rieseni tychto cviceni ste mozno prisli na to, ako sa inverzia sprava k bodom
yvnutri“ kruznice k(O,r), a celkovo ste si mohli v§imnuat nasledujtice vlastnosti:

(i) Body kruznice k st samodruzné.
(ii) Ak lezi bod A ,vnutri“ kruznice k, lezi obraz A’ ,vonku“ a naopak.
(iii) Inverzia prevedend dvakrat podla rovnakej kruznice je identita.
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Tvrdenie. (Konstrukcia obrazu) Pre zadant kruznicu k a jej vonkajsi bod A
oznacme T, U body dotyku kruznice k s jej dotyc¢nicami vedenymi bodom A. Potom
obraz A’ bodu A v kruznicovej inverzii podla kruznice k je stred tisecky TU.

Kruznicova inverzia nie je zhodné ani podobné zobrazenie. Napriek tomu doké-
zeme vyjadrit vzdialenost obrazov dvoch bodov pomocou polohy ich vzorov a kruz-
nice inverzie.

Lema. Je zadand kruznica k(O,r) a body X, Y. Ozna¢me X', Y’ obrazy bodov
X, Y v inverzii podla kruznice k. Plati:
(i) |[<OX'Y'| = |«XYO|,
.o 2
(i) [XY'] = |XY||OXTW’
(ili) |XY|= XY 5T rov-
Vyzeré to dost komplikovane: vzdialenost obrazov zavisi od |OX| aj |OY| a ne-
vidno z toho, ako inverzia meni vzdialenosti. Napriek tomu je tento vztah na niedo
uzito¢ny, ako sa presved¢ime na prikladoch.

Tvrdenie. Uvazme kruznicovi inverziu urc¢ent kruznicou k so stredom O. Potom
plati:

(i) Obrazom priamky prechddzajicej bodom O je ona sama.
(ii) Obrazom priamky neprechddzajicej bodom O je kruZnica.
(iii) Obrazom kruznice prechddzajicej bodom O je priamka.
(iv) Obrazom kruznice neprechadzajicej bodom O je kruznica.

Poznamka. Pozor! KruZnicova inverzia sice celkom Casto zobrazuje kruZnice na
kruznice, vSeobecne ale neplati, Zze by sa na seba zobrazili aj ich stredy.

Vyzbrojeni tymito poznatkami si moZeme trufnut vyriesit niekolko tloh.

Priklad. YV rovine st dané dve kruZnice k, ¢ s priese¢nikmi A, B. Vezmime priamku
p prechadzajicu bodom B, jej druhy prieseénik s kruznicou k ozna¢me C, jej druhy
prieseénik s kruznicou ¢ oznaéme D. Dokézte, ze velkost uhla CAD nezévisi od
polohy priamky p.

Riesenie. Zaujima nés velkost uhla zovretého priamkami AC' a AD. Obe tieto
priamky prechadzaju bodom A, navySe tymto bodom prechadzaji aj obe kruznice
k, £. Zobrazme teda celt situdciu v inverzii so stredom A a nejakym polomerom r.
Obrazmi kruznic k, £ buda priamky k', ¢’ s prieseénikom B’. Obrazom priamky p je
kruznica p’, ktora prechadza bodom A. T4to kruZnica pretina priamku k&’ po druhy-
krat v bode C’ a priamku ¢’ po druhykrat v bode D’.

Méme tri mozné poradia, ako mdZu na kruznici p’ lezat tieto body: A, C’, B', D',
alebo A, B/, C’, D', alebo A’, C', D', B'. Vo vsetkych troch pripadoch je velkost
uhla C’AD’ rovnéa velkosti uhla zovretého priamkami k', ¢’ — toho, v ktorom nelezi
bod A. A to je presne to, ¢o sme chceli dokazat. O
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Cvicéenie. Pomocka k nasledujucemu prikladu. Dokazte bez pouzitia inverzie. Je
dany trojuholnik ABC' so stredom vpisanej kruznice I (v angli¢tine sa tento bod
nazyva incenter). Dokazte, Ze os strany AB, os uhla ACB a kruZnica opisané troj-
uholniku ABC sa pretinaji v jednom bode. Oznaéme tento bod S. Dokazte, ze S je
stred kruznice opisanej trojuholniku ABI.

Priklad 1. V rovine si dané tri zhodné kruznice, ktoré prechadzaju spoloénym bo-
dom H. Ozna¢me druhé prieseéniky tychto kruznic A, B, C (r6zne od H). Dokazte,
ze H je ortocentrum trojuholnika ABC.

Priklad 2. Priamka p pretne kruznicu k v bodoch X,Y. Oznaéme R stred ob-
liku XY. Bodom R vedieme dve priamky, ktoré pretni kruznicu k& v bodoch A, B
a priamku p v bodoch C| D. Ukazte, ze body A, B,C, D lezia na jednej kruznici.

Priklad 3. (Ptolemaiova nerovnost) Nech ABCD je §tvoruholnik. Potom plati:
|AB| - |CD| +|BC| - |AD| > |AC| - |BD)|,

rovnost nastéva prave vtedy, ked je stvoruholnik ABC'D tetivovy.

Priklad 4. KruZnice kq, ko sa pretinaju v bodoch A, B. KruZnica k3 sa zvonku
dotyka kruznic ki, k2 po poradi v bodoch C, E. Kruznica k4 sa zvonku dotyka
kruznic k1, k2 po poradi v bodoch D, F. Dokazte, Ze kruznica opisana trojuholniku
ACEFE sa dotyka kruZnice opisanej trojuholniku ADF'. (Polska MO 2004)

Priklad 5. V rovine st dané dve kruZnice k, ¢ s priesenikmi A, C. V bode A
spravime dotycnicu ku k, ta4 druhykrat pretne kruznicu ¢ v bode D. Bod B je prie-
seénikom kruznice k s dotyénicou ku kruznici £ v bode A. Dokéazte, ze |AB|-|CD| =

|AC| - |AD].

Priklad 6. KruZnica ¢ sa zvnatra dotyka kruznice k v bode A. Zvolime bod B
na kruznici £. Doty¢nica ku ¢ v bode B pretne kruznicu k£ v bodoch D, E. Ozna¢me
C stred toho oblika DFE kruznice k, ktory neobsahuje bod A. Dokazte, Ze body A,
B, C lezia na priamke.

Priklad 7. Dané su kruznice kq, ko, k3, k4 tak, Ze k; sa zvonka dotyka k; 11 pre i =
1,2,3,4 (ks = k1). Dokézte, Ze Styri dotykové body tychto kruznic leZia na jednej
kruznici.

Priklad 8. KruZnice k1, ko sa zvonka dotykaji v bode D. Priamka p sa dotyka
kruznic ki1, ke po rade v (roznych) bodoch A, B. Usecka AC je priemerom kruznice
k1. Priamka g prechadza cez bod C a dotyka sa kruznice k2 v bode E. Dokazte, ze
trojuholnik ACE je rovnoramenny. (Polskd MO 2004)

Zvysné tlohy st prevzaté a mali by sa daf rieSif inverziou, neskimal som ich
podrobne.
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Priklad 9. Dany je trojuholnik ABC. Vnutri stran C'A, C'B lezia v tomto poradi
body Y, X. Nech P je priese¢nik uhlopriecok $tvoruholnika ABXY. Nech @ je
priese¢nik kruznic opisanych trojuholnikom BY C' a AX C rézny od bodu C. Dokazte,
ze body P, Q, C lezia na priamke prave vtedy, ked je Stvoruholnik ABXY tetivovy.

Priklad 10. Dané st dve kruznice k, £ pretinajice sa v bodoch D a A. Spolo¢na
dotycnica tychto kruznic blizsia k bodu A sa dotyka kruznice k& v bode E a kruznice
{ v bode F. Rovnobezka so spolo¢nou doty¢nicou prechadzajica bodom D pretina
kruznicu k£ v bode C' a kruznicu ¢ v bode B (tieto body st rézne od bodu D).
Dokazte, ze druhy prieseénik (rézny od bodu D) kruznic opisanych trojuholnikom
CDF a BDE lezi na priamke AD.

Priklad 11. V rovine je dany trojuholnik DEF a tri body A, B, C. Dokézte,
7e existuje kruZnica takd, Ze ked podla nej urobime inverziu, tak obrazy A’, B’ C’
bodov A, B, C vytvoria trojuholnik A’B’C" podobny trojuholniku DEF.

Priklad 12. Dve kruZnice sa dotykaji zvonka v bode A. Do krivodiareho troju-
holnika uréeného tymito kruznicami a ich spolo¢nou dotycnicou vpiseme kruznicu
so stredom O a polomerom 7. Dokézte, ze |AO| < 3r.

Priklad 13. KruZnice k1, ko sa pretinaja v bodoch A, B. Priamka rézna od AB
pretina kruznicu k; v bodoch C, D, kruznicu ks v bodoch E, F' a priamku AB
v bode P leziacom mimo tsecky AB. Dokazte, Ze priamka spajajica stredy kruznic
opisanych trojuholnikom ACFE a BDF prechadza bodom P. (Polska MO 2002)

Priklad 14. Nech ABC je trojuholnik s opisanou kruznicou k& a nech D je bod

na strane BC. Dokazte, ze kruznice dotykajuce sa k, AD, AB a k, AD, DC sa

navzéajom dotykaju prave vtedy, ked uhly BAD a C AD maju rovnaki velkost.
(Rumunsko 1997)

Hinty k prikladom

Hint kpr. 1. Stadi ukézat, ze AH je kolmé na BC' a vyuzit predchadzajice cvidenie.

Hint k pr. 2. Uvéazte inverziu so stredom R, ktord zobrazi p na k, a vSimnite si, ze
body C, D prejda na body A, B.

Hint k pr. 8. Co pripomina dokazovany vztah?

Hint k pr. 4. Pre¢ s kruznicami! Ako sa zmeni dokazované tvrdenie?

Hint k pr. 5. Vieme sa vhodnou inverziou zbavit nejakych kruznic?

Hint k pr. 6. D4 sa robif inverzia tak, aby sa kruznica k zobrazila na priamku DE?

Hint k pr. 7. Za stred inverzie zvolte Tubovolny dotykovy bod a vyuzite rovnolah-
lost.
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Hint k pr. 8. Skuste pouzit inverziu so stredom v bode C' a polomerom |CA|.
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