Kruhova inverze

PEPA TKADLEC

ABSTRAKT. Prispévek seznamuje se zdkladnimi vlastnostmi kruhové inverze a na
ulohéch ze svétovych soutézi ilustruje, kdy je vhodné inverzi pii feSeni pouzit. Obsa-
huje jeden feseny priklad a stru¢né navody ke vSem ostatnim.

N

Kruhova inverze je jedno z nejexotictéjSich geometrickych zobrazeni. Prestoze
nezachovava ani tak jednoduché objekty jako jsou pfimky, mé fadu prekvapujicich a
uziteénych vlastnosti, diky nimz je velmi silnym néastrojem pii feseni jinak obtiznych
geometrickych tloh.

Definice

Umluva. Rovinu rozsiiime o (jediny) bod 0o, o némz prohlasime, Ze lezi na vsech
primkach.
Definice. Kruhovd inverze je geometrické zobrazeni urcené kruznici k se stredem
I a polomérem r, které bodu A pt¥iradi bod A’ podle néasledujiciho pravidla:
(i) Je-li A =1, pak A’ = oco.
(i) Je-li A =00, pak A" =1.
(iii) Jinak je A’ ten bod polopiimky I A, pro né&jz plati

[TA'| - |TA] = r°.

Vlastnosti

Takto definované zobrazeni ma trivialné nasledujici vlastnosti:

(i) Body kruznice k jsou samodruzné.
(ii) Lezi-li bod A uvnitt kruznice k, lezi obraz A’ venku a naopak.
(iii) Inverze provedend dvakrat podle téZe kruznice je identita.

KLi¢OVA SsLOVA. kruhova inverze, planimetrie, geometrie, geometrické zobrazeni
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Tvrzeni. (Konstrukce obrazu) Je dédna kruznice k a bod A vné této kruZnice.
Tec¢ny ke kruznici k vedené bodem A se ji dotykaji v bodech T, U. Pak obraz A’
bodu A v kruhové inverzi podle kruznice k je stied tsecky TU.

Lemma. (Pfepoéitavaci lemma) Je ddna kruznice k(I,r) a body X, Y. Oznacme
X', Y’ obrazy bodi X, Y v inverzi podle kruznice k. Pak
(i) |<IX'Y'| = |«XY1],
.. r2
(i) XY = XY s
"t r?
(i) |XY[= XY =t
Cviceni. (Tétivové ¢tyftuhelniky) Je dana kruznice k se stfedem I a body A, B
takové, Ze nelezi na jedné pfimce s I. Ozna¢me A’, B’ obrazy bodi A, B v inverzi
podle k. Ukazte, ze body A, B, A’, B’ lezi na jedné kruZnici.

Tvrzeni. (Stézejni) UvaZme kruhovou inverzi uréenou kruznici k se stiedem I.

Pak

(i) Obrazem piimky prochézejici bodem I je ona sama.
(ii) Obrazem piimky neprochdzejici bodem I je kruznice.
(iii) Obrazem kruznice prochézejici bodem I je piimka.
(iv) Obrazem kruznice neprochézejici bodem I je kruznice.

Cviceni. (Stfedy kruznic) Podle pfedchoziho tvrzeni je obrazem kruZnice k se
stfedem O néjakd kruznice k' se stfedem S (neprochdzi-li k stiedem inverze I).
Ukazte, Ze ackoliv bod S lezi na polopfimce IO, neni to obraz bodu O (kruhova
inverze na sebe tedy nezobrazuje stfedy kruznic).

Cviéeni. (Samodruzné kruznice) Podle pfedchoziho tvrzeni se piimka zobrazi na
sebe sama pravé tehdy, kdyz prochéazi stiedem inverze. Které kruznice maji tuto
vlastnost také?

Zahadou zlstava, jak rozpoznat, Ze na ulohu lze zautocit inverzi. Nékolik ryst
nas muze k pouziti inverze navést. Proberme je postupné.

Mame vzor i obraz

Umime-li v obrazku interpretovat nékterou pifimku nebo kruznici jako obraz jiné
pfimky ¢i kruznice ve vhodné inverzi, miize pouhé uvéazeni této inverze vnést do
tlohy zcela nové svétlo.

Priklad 1. Piimka p_protne kruznici k v bodech X, Y. Oznac¢me S stied jednoho
oblouku XY. Bodem S vedeme dvé p¥imky, které protnou kruznici k& v bodech A,
B a primku p v bodech C, D. Ukazte, ze body A, B, C, D lezi na jedné kruznici.

Priiklad 2. KruZnice k1, k2, k3 maji po dvou vnéjsi dotyk. Kruznice [ mé se vSemi

tfemi vnéjsi dotyk postupné v bodech Li, Lo, L3. Kruznice m méa se vSemi tremi

vnitini dotyk postupné v bodech M;, My, Ms. Ukazte, ze pfimky LMy, LoMos,

L3 Msj prochézeji jednim bodem. (PraSe)
63



KRUHOVA INVERZE

Typické pouziti kruhové inverze je ale jiné. Kruhova inverze nam totiz umoziuje
fesit misto zadané tdlohy jinou (ale ekvivalentni) tlohu v jiném (zinvertovaném)
obrazku. Tento princip objasiiuje nasledujici feseny ptiklad.

Priklad 3. Kolmé ptimky p, ¢ se protinaji v bodé S. Kruznice ki, ko se stfedy
na pfimce p a prochazejici bodem S protinaji kruznice Iy, ls se stfedy na pfimce ¢
a rovnéz prochézejici bodem S podruhé ve étyfech raznych bodech. Ukazte, Ze tyto
CtyTi body lezi na jedné kruznici.

Reseni. Invertujme podle kruznice i se stfedem S a libovolnym polomérem. Tvrzeni
bude dokazano, pokud se nam podafi ukazat, ze obrazy zminénych ¢tyt prusecik lezi
na kruznici neprochézejici bodem S, protoze ptavodni ¢tyfi druhé pruseéiky budou
potom muset leZet na obrazu této kruznice v inverzi podle 4, coz je podle StézZejniho
tvrzent kruznice.

Primky p, g se v inverzi podle ¢ zobrazi samy na sebe. Kruznice k1, ko se zobrazi
na néjaké ptimky k7, k% obé& kolmé na p. Obdobné se kruznice 1, [ zobrazi na ptimky
1, 15 obé& kolmé na q. Obrazy zminénych ¢ty druhych priseéikt jsou proto vrcholy
obdélnika. Vrcholy obdélnika lezi na kruznici, tato kruznice neprochéazi bodem S a
my jsme hotovi. O

Zbyva umét rozpoznat, podle kterého bodu a s jakym polomérem invertovat.

,Pretizeny* bod

V tlohéch, které pirekypuji kruznicemi, volime za stfed inverze bod, jimz prochazi
hodné kruznic ¢ pfimek (tzv. ,pfetizeny“ bod). Po inverzi pak dostaneme pod-
statné jednodussi obrazek, v némz jiz byva snadné ekvivalent dokazovaného tvrzeni
dokéazat. Na poloméru inverzni kruznice pfi tom zpravidla viibec nezalezi.
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Priklad 4. KruZnice k, | maji vnéjsi dotyk v bodé T a obé maji vnitini dotyk
s kruznici m po fadé v bodech U, V. Pfimka UT protne kruznici m podruhé v bodé
X. Ukazte, ze |[<TVX| = 90°. (KMS)

Priklad 5. Je dan pravouhly trojuhelnik ABC s pravym thlem pii vrcholu C a
uvnitt jeho stran AC, BC po fadé body D, E. Dokazte, ze paty vysek z bodu C na
piimky AB, AE, BD, DFE lezi na jedné kruznici.

Priklad 6. Kruznice vepsana trojihelniku ABC se dotyka jeho stran BC', CA, AB
postupné v bodech D, E, F. Bod X lezi uvnitf trojahelnika ABC' tak, ze kruznice
vepsand trojihelniku BC'X se dotyka jeho stran BC', C X, X B postupné v bodech
D, Y, Z. Ukazte, ze body FE, F, Y, Z lezi na jedné kruznici. (IMO shortlist 1995)

Priklad 7. Je déna pilkruznice ¢t nad primérem AB. P¥imka p kolméd na AB
protind tsec¢ku AB v bodé C a ptlkruznici ¢t v bodé D. Kruznice k se dotyké tsecky
AC v bodé FE, pulkruznice t v bodé T' a navic pfimky p. Dokazte, ze DE puli tihel
ADC. (Izrael 1995)

Piiklad 8. Dvojice kruznic k1 a ko, ko a k3 a k3 a k1 maji postupné vnéjsi dotyk
v bodech K3, K1, K5. Navic maji ky, ko, k3 postupné vnitini dotyk z kruznici m
v bodech M7, Ms, Ms. Dokazte, ze ptimky KMy, KoMy, K3Mj prochazeji jednim
bodem.

Priklad 9. KruzZnice k, [ se protinaji v bodech A, D. Jejich spoleéné te¢na blizsi
bodu A se dotykd k v E a [l v F. Rovnobézka s touto te¢nou prochazejici bodem D
protne kruznice k, [ podruhé v bodech C, B. KruZnice opsané trojuihelnikim CDF
a BDFE se podruhé protinaji v bodé P. Ukazte, Zze body D, A, P lezi v pfimce.
(Brkos 2011)

Divné podminky

Indikétorem toho, Ze budeme chtit invertovat, jsou i divné podminky. Casto se totiz
do ,rozumného“ tvaru prelozi v souc¢asném zadani neptirozené vyhlizejici vztah o ve-
likostech thld nebo délkach (mame na paméti Prepocitdvact lemma), nebo vyjdou
najevo vyznamy nékterych umélych konstrukei.

Priklad 10. Kruznice k1 a k3 stejné jako ko a k4 maji vnéjsi dotyk v P. Ozna¢me
druhé pruseéiky k1 Nky = A, ko Nks = B, ks Nky = C a ky N ky = D. Dokaite, Ze

|AB|-|BC| |PBJ?
|AD|-|DC|  |PD|?

(IMO shortlist 2003)
Priklad 11. Bod P uvnitf trojahelnika ABC' spliiuje

|<APB| — |[<ACB| = |<APC| — |<ABC|.
65



KRUHOVA INVERZE

Oznaéme D, E stfedy kruznic vepsanych trojuhelnikim APB, APC. Dokazte, Ze
piimky AP, BD, CE prochéazeji jednim bodem. (IMO 1996)

Piiklad 12. (Ptolemaiova véta) Dokaite, Ze ve étyftahelniku ABCD se standardné
zna¢nymi délkami stran a thlopficek plati

ac+bd > ef,

pfi¢emz rovnost nastava pravé tehdy, kdyz je ¢étytthelnik ABCD tétivovy.

Priklad 13. Je dan trojuhelnik ABC'. Ozna¢me polovinu jeho obvodu s. Na pfimce
AB nalezneme body E, F tak, ze |CE| = |CF| = s. Dokazte, Ze kruznice opsana
trojuhelniku CEF' se dotyka kruznice pripsané trojuhelniku ABC vzhledem k vr-
cholu C.

Priklad 14. Nechf je d4n trojuhelnik ABC. Oznac¢me S stied jemu vepsané kruz-
nice | a oznaéme P, @), R dotykové body kruZnice [ po fadé se stranami BC, AC),
AB. Bud k kruznice opsana stfediim stran trojuhelniku PQR. Bud X # C priise-
¢ik pfimky CS a kruZnice opsané trojihelniku ABC, bud Y priisecik tsecky SX
a kruznice k. Bud Z jeden z prisecikli kruznice [ a kolmice k pfimce CX vedené
bodem Y. Dokazte, Ze piimka X Z se dotyka kruznice . (PraSe)

Dominantni ahel

Mnohdy je uzite¢né invertovat podle vrcholu dominantniho tthlu, pokud tloha ta-
kovy ma.

Priklad 15. Je dan trojuhelnik ABC. Uvazme kruznici [, kterd se dotyka stran
AB, AC a navic jeho kruZnice opsané v bodé T. Oznacme jesté D bod dotyku

kruZnice pfipsané trojihelniku ABC vzhledem k vrcholu A se stranou BC. Ukazte,
Ze |<BAD| = |<CAT).

Priklad 16. Na strandch AB, AC trojuhelnika ABC' zvolme body K, L tak,
aby KL||BC a bud P = AL N BK. Ozna¢me @ druhy prise¢ik kruznic opsanych
trojahelnikim BPK a CPL. Dokazte, ze |[<BAP| = |<CAQ).

(Balkan MO 2009)

Zvol si polomér!

V predchozich Glohach stacilo odhalit stfed inverze a aplikovat inverzi s libovol-
nym polomérem. U nasledujicich tloh je jiz potfeba zvolit i vhodny polomér — tedy
invertovat podle néjaké konkrétni kruznice.

Priklad 17. Na piulkruZnici nad pramérem AB a se stfedem O zvolime body C, D.
Predpokladejme, Ze se polopiimky AB a DC protnou v bodé M. Ozna¢me K druhy
pruseéik kruznic opsanych trojihelnikim AOD a BOC. Ukazte, ze |[<M KO| = 90°.
(Rusko 1995)
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Piiklad 18. Ukazte, ze Feuerbachova kruznice! trojihelnika ABC se dotyka jeho
kruznice vepsané i vSech jeho kruznic pripsanych.

Priklad 19. Oznacme M, N, P body dotyku kruznice vepsané trojihelnika ABC
postupné se stranami BC', C A, AB. Dokazte, Ze ortocentrum trojihelnika M N P,
stfed I kruznice vepsané trojuhelniku ABC' a stfed O kruZnice trojihelniku ABC
opsané lezi v pfimce. (Iran 1995)

Priklad 20. (Steinertv porismus) Uvnitf kruznice k je ddna kruznice [. Pfedpo-
kladejme, ze existuje n-prvkovy fetéz kruznic ms, ..., m, takovy, ze kazda kruznice
v Fetézu ma vnéjsi dotyk se svymi dvéma sousednimi kruznicemi a s [ a vnitini do-
tyk s k. Potom kazda kruznice majici vnéjsi dotyk s [ a vnitini dotyk s k je casti
néjakého n-prvkového fetézu.

Priklad 21. Je dan trojuhelnik ABC. Body D, F lezi na pfimce AB v poradi D,
A, B, E tak, ze |AD| = |AC| a |BE| = |BC/|. Osy thlt u vrcholtt A a B protnou
strany BC' a AC po fadé v bodech P, @@ a kruZnici opsanou trojuhelniku ABC
v bodech M, N. Ozna¢me U, V stfedy kruznic opsanych trojuhelnikim BMFE,
AND. Kone¢né bud X = AU N BV. Dokazte, ze CX L PQ. (Srbsko TST 2008)

Strucné navody

Ndvod k prikladu 1. Uvaite inverzi se stfedem S, kterd zobrazi p na k a vSimnéte
si, ze body C, D prejdou na body A, B.

Ndvod k prikladu 2. Uvazte inverzi podle kruznice opsané trojuhelniku tvorenému
body dotyku kruznic k1, k2, k3 a vSimnéte si, ze tyto kruznice se v inverzi zachovaji.
Kruznice [, m se tedy prohodi. Spoleénym prusecikem je stied inverze.

Ndvod k piikladu 4. Invertujte podle T a dokazujte |uhelV'X'T| = 90°.

Ndvod k prikladu 5. Invertujte podle C. Obrazy pat vysek interpretujte jako pru-
sefiky kruznic nad praméry C'A, CB, CD, CE; tyto tvoii obdélnik.

Navod k prikladu 6. Invertujte podle D. Zobrazte nejdiive body A a B a obé
kruznice. Rozmyslete si, ze obraz EFY Z je obdélnik.

Ndvod k prikladu 7. Invertujte podle E. Dokazované tvrzeni pfejde v to, ze je jisty
trojuhelnik rovnoramenny.

Ndvod k prikladu 8. Invertujte podle nékterého z boda dotyku. Dva ze tfi bodd,
které budou mét lezet v pfimce, urcuji chordalu jistych dvou kruznic. Ukazte, ze
tfeti bod ma k obéma stejnou mocnost.

Navod k prikladu 9. Invertujte podle D a rozpoznejte trojuhelnik s Gergonnovym
bodem.

IFeuerbachova kruznice je kruznice prochazejici stiedy stran a patami vysek trojthelnika.
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Ndvod k prikladu 10. Invertujte podle P. Pfepoctéte dokazovany vztah a vyuZijte
tho, ze v rovnobézniku maji protéjsi strany shodnou délku.

Navod k prikladu 11. Invertujte podle A nebo P. VyuZijte, ze osa thlu déli protéjsi
stranu ve zndmém pomeéru, tyto poméry dejte do rovnosti a prepoctéte. Vyjde,
ze jisty trojuhelnik ma byt rovnoramenny, coz je diky prepocteni zadané thlové
podminky.

Ndvod k prikladu 12. Invertujte podle jednoho z vrcholti. Ptolemaiova nerovnost je
,obrazem® trojuhelnikové nerovnosti.

Navod k prikladu 13. Invertujte podle C' s polomérem s. VSimnéte si, Ze na této
kruznici lezi i body dotyku kruZnice p¥ipsané s prodlouZenimi stran C A, C'B.

Ndavod k prikladu 14. Invertujte podle kruznice vepsané torjuhelniku ABC.

Navod k prikladu 15. Invertujte podle A. KruZnice [ pfejde v pfimku antirovnobéz-
nou se stranou BC. Dokonéete uvdzenim osové soumérnosti podle osy thlu BAC.

Ndvod k prikladu 16. Rozpoznejte @ jako Miqueluv bod c¢tyfthelnika AKPL a
dokreslete kruznice ABQL a AKQC. Invertujte podle A.

Ndvod k prikladu 17. Invertujte podle zadané piilkruznice a rozpoznejte obrazek
s ortocentrem a Feuerbachovou kruznici.

Ndvod k prikladu 18. Invertujte podle kruznice se stiedem ve stfedu strany a polo-
mérem po body dotyku s vepsanou a pripsanou kruznici. Uvédomte si, ze vepsand i
pripsana se zachovaji a ukazte, ze obrazem Feuerbachovy kruznice bude jejich druha
spoleéné vnitini te¢na (spoctéte jednak jeji ihel se stranou, druhak pozici priseéiku).

Ndvod k prikladu 19. Invertujte podle vepsané kruznice. Uvédomte si, zZe obrazem
kruznice opsané AABC je Feuerbachova kruznice AM N P a vzpomeiite na Eulerovu
primku.

Ndvod k prikladu 20. Invertujte tak, aby kruznice k, [ presly v soustfedné kruznice.
Pak je tvrzeni ziejmé.

Ndvod k prikladu 21. Invertujte podle A s polomérem v/be a interpretujte primku
AU jako obraz piimky AO (kde O je stfed opsané trojihelniku CPQ) v osové
soumérnosti podle osy tthlu u vrcholu A. Totéz provedte s B a vzpomeiite na to, Ze
stfed opsané a ortocentrum jsou isogonal conjugates.
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Obrazkova priloha

Na ukazku:

A na procviceni:
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