Kruhova inverze

PAVEL PODBRDSKY — 14. BREzZNA 2001 N

Uvod

S kruhovou inverzi jsi se mozna jiz setkal, napf. v 6. sérii letoSniho ro¢niku PraSete. Do této
prednédsky jsem se snazil zarfadit hlavné véci, na které v seminafi nezbylo misto, doufim, Ze se
kazdy dozvi néco nového. ..

Co to je kruhova inverze?

Je to geometrické zobrazeni — predpis, ktery bodiim (v naSem p¥ipadé bodiim v roving) p¥ifazuje
body. K jejimu urceni potiebujeme bod S — tzv. stfed kruhové inverze — a kladné redlné Cislo r
— tzv. polomé&r kruhové inverze. Bod X # S zobrazime na bod X’ takto:

(1) X' le#i na polopfimce — SX

2
(2) 1SX'] = Zx

Casto je vyhodné k roving pridat jests jeden ,nevlastni“ bod (bod 0o) a domluvit se, %e S se zobrazi
na oo a naopak. Kdyz se jesté domluvime, Ze bod oo bude lezet na kazdé pifimce, dovoli ndm to
jednoduseji zformulovat nékteré vlastnosti kruhové inverze.

Vlastnosti kruhové inverze

Uvedeme zde nékolik zakladnich a pfi feSeni prikladd velice uzite¢nych vlastnosti kruhové inverze.
Podle zajmu si miizeme na prednaSce nékteré z nich dokézat.

) Dvojim provedenim téZe kruhové inverze dostaneme identitu.

(2) KruZnice se stfedem v S se zobrazi na kruZnici se stfedem v S. Specidlné — kruZnice se
stfedem v S a polomérem r je samodruZzn (tj. zobrazi se sama na sebe).

(3) VnitF¥ek samodruzné kruznice se zobrazi na jeji vn&jSek a naopak. To znamend, Ze rovina se

jaksi obrati naruby kolem samodruzné kruZnice — odtud ziskala kruhova inverze své jméno.

(4) Ptimka prochézejici stfedem (tj. bodem S) je samodruZna.

(5) P¥imka neprochézejici stfedem se zobrazi na kruZznici prochdzejici stfedem a naopak.

(6) KruZnice neprochazejici stfedem se zobrazi na kruZznici neprochézejici stfedem.

(7) Uhel mezi dvéma kiivkami v jejich prisediku se zachovévd, pokud tento prasecik neni bod S.



KrouZek matematiky

Jesté jedna uziteé¢na vlastnost

Vé&ta. Necht je ddn bod S, polomé&r r a body A, B rtizné od S. Pak pro A’ a B’ obrazy bodii A,
B v kruhové inverzi podle kruznice se stfedem S a polomérem r plati
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A'B'| = |AB| - —— .
|AS|-|BS|

Souvislost s komplexnimi ¢isly

Tento odstavecek je mald odbocka pro ty, ktefi se jiz setkali s pojmem komplexniho ¢isla. Na pied-
nésce se (pokud nebude mimoradny zdjem) této oblasti nehodldm p¥ili§ vénovat. Pro jednoduchost
ted uvazujme kruhovou inverzi podle jednotkové kruZnice se stfedem v po&atku. Body roviny mii-
7zeme interpretovat jako komplexni Cisla v Gaussové rovingé. UvaZzovana kruhova inverze pak ma
velice jednoduchy analyticky predpis:

z > 1/z.

Pomoci tohoto piedpisu jsme ¢asto schopni mnohé véci o kruhové inverzi celkem snadno dokézat
(muzes si to vyzkouSet na n&kterych z vlastnosti (1) az (7) uvedenych v pfedminulém odstavci).

Appoloniovy ulohy

Appoloniova tloha je konstrukéni tiloha ve které hledame kruznici, kterd vyhovuje tfem podmin-
kam. KaZd4 z podminek fika bud, Ze se hledané kruZnice dotyka dané p¥imky ¢i kruznice, anebo
ze prochdzi danym bodem. Riznou kombinaci téchto t¥i podminek dostaviame celou sadu uloh. Né&-
které Appoloniovy tlohy, které by jinak bylo velmi obtizné Fesit, lze Sikovné vyresit uzitim kruhové
inverze. Zkusme napiiklad sestrojit kruznici dotykajici se dvou danych kruZnic a prochézejici da-
nym bodem (neleZicim na %adné z kruznic). Provedeme kruhovou inverzi se st¥fedem v daném bod&.
Pii ni pfejdou dané kruznice v kruZnice (nebot neprochdzeji stfedem kruhové inverze), hledana
kruZnice ptejde v primku, jejich spole¢nou te¢nu. A tu uz neni velky problém zkonstruovat. Hleda-
nou kruZnici nyni dostaneme jako obraz nalezené te¢ny pomoci téZe kruhové inverze. Vyuzivime
toho, Ze dvoji provedeni téze kruhové inverze je identita.

Vsimnéte si, Ze nezalezi na poloméru, s nimz inverzi provadime. To je pomérné ¢asty pripad — jde
nam jen o to, zda obraz bude pfimka ¢i kruznice, na jejich poloze a velikosti nezdlezi.

Jesté jsme v FeSeni vyuzili jednu podstatnou malickost. Mame-li dan stfed kruhové inverze S, kruz-
nici k se stfedem v S a polom&rem r a bod X, musime umst zkonstruovat obraz X’ bodu X
v kruhové inverzi podle kruznice k pomoci pravitka a kruZitka. To v8ak neni obtizné. Predpokla-
dejme naptiklad, ze X lezi vn& kruznice k. Sestrojime-li [ kruznici s priimérem SX, pak bod X’
najdeme jako stfed tsecky jejiz krajni body jsou priiseciky kruznic k£ a [. Pripad, kdy X je uvnitf
k jakoz i ovéfeni, Zze jsme skutecné dostali obraz bodu X v kruhové inverzi podle k pienechaviam
laskavému Etenari.
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Kruhovd inverze

Ptolemaiova nerovnost

Jiz jste se moznd setkali s nésledujici vétou

Véta. Necht ABCD je &tyrthelnik. Ozna¢me (obvyklym zptisobem) a, b, ¢, d délky jeho stran a
e, f délky jeho thlopricek. Pak plati
ac+bd > ef,

pfi¢emz rovnost nastava pravé tehdy, kdyz Etyriahelnik ABCD je tétivovy.

Existuje nékolik zplisobii, Casto velmi tézkopadnych, jak tuto vétu dokdzat. Pomoci kruhové inverze
to v8ak jde velmi snadno, vlastné to neni nic jiného, nez ,kruhové zinvertovana trojihelnikova
nerovnost“. Na predndsSce si ukdZzeme piesny postup.

Piiklady

1. priklad Zkuste si promyslet feSeni nékterych, poptipadé vSech Appoloniovych tloh.

2. pfiklad Jsou dany dvé dotykajici se kruznice k, [ o polomérech r, s. Sestrojime dal§i dvé
kruznice tak, aby se dotykaly k i [ a navic sebe navzdjem. Jakd je mnozina bodt, v nichz se takto
vzniklé kruznice dotykaji? Jinak feceno, kdyZ sestrojime vSechny takové dvojice kruznic, jaky utvar
vytvoii jejich (vzdjemné) dotykové body?

3. priklad Je din pevny trojuhelnik ABC, bod D probihd stranu BC'. Zjistéte, jakych hodnot
miZe nabyvat Ghel svirany kruZnici opsanou AABD a kruznici opsanou AACD.

4. priklad Je dana kruZnice k a bod B. Najdéte kruZznici, kterd prochazi bodem B, protind k pod
danym thlem « a je co nejmensi.

5. priklad V prostoru jsou dany koule k, I, m a to tak, Ze [, m lezi uvnit¥ k, dotykaji se ji
a dotykaji se navzdjem. Sestrojime kouli g, kterd se dotykd k, [ i m. Najdéte mnozinu dotykovych
bodi ¢ a k.

6. pfiklad Necht kruZnice k1, k2 a k3 prochazeji spoletnym bodem T, zddné dv& se nedotykaji.
Bud A prisetik k1 a ko, B priisetik k1 a k3, C prisecik k2 a ks (v8echny rizné od T'). Déle bud Ay
priise¢ik pfimky AT s kruZnici k3 (rizny od T'), podobné& jsou definoviny body Bi a Ci. DokaZte,
ze plati

|AC1| |BA1| |[CB1| _

|C1B| |A1C| |B1 A|

7.p¥iklad Necht body A, B, C lezi (v tomto pofadi) na p¥imce p a necht bod D neleZi na pfimce
p. Bud S stied kruZnice opsané trojuhelniku ACD a T st¥ed kruZnice opsané trojihelniku BCD.
Dokazte, ze |LDAS|=|/DBT|.
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KrouZek matematiky

8. priklad V roviné jsou kruZnice k1, ..., k4, [ tak, Ze
(1) k; se dotykd | v bod& A; (1 =1, 2, 3, 4), A; jsou po dvou riizné
(2) ki1 se dotykd ko, k2 se dotykd k3 a k3 se dotykd k4 (vSechny doteky jsou vné&jsi)

Bod, ktery je na kruZnici [ naproti A; oznaime B, te¢nu k [ v B nazvéme b. Priseciky pfimky b
a A1A; oznatme B; (i = 2, 3, 4).

KruZnice k1, k4 a [ jsou pevné, k2 a k3 se méni (pfi zachovani vySe uvedenych pravidel). Ukazte,
%e pomér | B2 Bs| / |Bs Ba| nezéavisi na volbé k2 a k3.

9. priklad Mdéame dan ostrothly trojuhelnik ABC a bod D uvnit¥ trojihelnika takovy, Ze plati
|AC||BD| = |AD||BC| a |LADB| = |LACB| + 90°. Zjistéte hodnotu podilu

|AB| |CD|
|AC||BD|"
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