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Úvod

S kruhovou inverzí jsi se mo¾ná ji¾ setkal, napø. v 6. sérii leto¹ního roèníku PraSete. Do této

pøedná¹ky jsem se sna¾il zaøadit hlavnì vì
i, na které v semináøi nezbylo místo, doufám, ¾e se

ka¾dý dozví nì
o nového: : :

Co to je kruhová inverze?

Je to geometri
ké zobrazení | pøedpis, který bodùm (v na¹em pøípadì bodùm v rovinì) pøiøazuje

body. K jejímu urèení potøebujeme bod S | tzv. støed kruhové inverze | a kladné reálné èíslo r

| tzv. polomìr kruhové inverze. Bod X 6= S zobrazíme na bod X

0

takto:

(1) X

0

le¾í na polopøím
e 7! SX

(2) jSX

0

j =

r

2

jSXj

Èasto je výhodné k rovinì pøidat je¹tì jeden þnevlastníÿ bod (bod1) a domluvit se, ¾e S se zobrazí

na 1 a naopak. Kdy¾ se je¹tì domluvíme, ¾e bod 1 bude le¾et na ka¾dé pøím
e, dovolí nám to

jednodu¹eji zformulovat nìkteré vlastnosti kruhové inverze.

Vlastnosti kruhové inverze

Uvedeme zde nìkolik základní
h a pøi øe¹ení pøíkladù veli
e u¾iteèný
h vlastností kruhové inverze.

Podle zájmu si mù¾eme na pøedná¹
e nìkteré z ni
h dokázat.

(1) Dvojím provedením té¾e kruhové inverze dostaneme identitu.

(2) Kru¾ni
e se støedem v S se zobrazí na kru¾ni
i se støedem v S. Spe
iálnì | kru¾ni
e se

støedem v S a polomìrem r je samodru¾ná (tj. zobrazí se sama na sebe).

(3) Vnitøek samodru¾né kru¾ni
e se zobrazí na její vnìj¹ek a naopak. To znamená, ¾e rovina se

jaksi obrátí naruby kolem samodru¾né kru¾ni
e | odtud získala kruhová inverze své jméno.

(4) Pøímka pro
házejí
í støedem (tj. bodem S) je samodru¾ná.

(5) Pøímka nepro
házejí
í støedem se zobrazí na kru¾ni
i pro
házejí
í støedem a naopak.

(6) Kru¾ni
e nepro
házejí
í støedem se zobrazí na kru¾ni
i nepro
házejí
í støedem.

(7) Úhel mezi dvìma køivkami v jeji
h prùseèíku se za
hovává, pokud tento prùseèík není bod S.
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Krou¾ek matematiky

Je¹tì jedna u¾iteèná vlastnost

Vìta. Ne
h» je dán bod S, polomìr r a body A, B rùzné od S. Pak pro A

0

a B

0

obrazy bodù A,

B v kruhové inverzi podle kru¾ni
e se støedem S a polomìrem r platí

jA

0

B

0

j = jABj �

r

2

jASj � jBSj

:

Souvislost s komplexními èísly

Tento odstaveèek je malá odboèka pro ty, kteøí se ji¾ setkali s pojmem komplexního èísla. Na pøed-

ná¹
e se (pokud nebude mimoøádný zájem) této oblasti nehodlám pøíli¹ vìnovat. Pro jednodu
host

teï uva¾ujme kruhovou inverzi podle jednotkové kru¾ni
e se støedem v poèátku. Body roviny mù-

¾eme interpretovat jako komplexní èísla v Gaussovì rovinì. Uva¾ovaná kruhová inverze pak má

veli
e jednodu
hý analyti
ký pøedpis:

z 7! 1=�z:

Pomo
í tohoto pøedpisu jsme èasto s
hopni mnohé vì
i o kruhové inverzi 
elkem snadno dokázat

(mù¾e¹ si to vyzkou¹et na nìkterý
h z vlastností (1) a¾ (7) uvedený
h v pøedminulém odstav
i).

Appoloniovy úlohy

Appoloniova úloha je konstrukèní úloha ve které hledáme kru¾ni
i, která vyhovuje tøem podmín-

kám. Ka¾dá z podmínek øíka buï, ¾e se hledaná kru¾ni
e dotýká dané pøímky èi kru¾ni
e, anebo

¾e pro
hází daným bodem. Rùznou kombina
í tì
hto tøí podmínek dostáváme 
elou sadu úloh. Nì-

které Appoloniovy úlohy, které by jinak bylo velmi obtí¾né øe¹it, lze ¹ikovnì vyøe¹it u¾itím kruhové

inverze. Zkusme napøíklad sestrojit kru¾ni
i dotýkají
í se dvou daný
h kru¾ni
 a pro
házejí
í da-

ným bodem (nele¾í
ím na ¾ádné z kru¾ni
). Provedeme kruhovou inverzi se støedem v daném bodì.

Pøi ní pøejdou dané kru¾ni
e v kru¾ni
e (nebo» nepro
házejí støedem kruhové inverze), hledaná

kru¾ni
e pøejde v pøímku, jeji
h spoleènou teènu. A tu u¾ není velký problém zkonstruovat. Hleda-

nou kru¾ni
i nyní dostaneme jako obraz nalezené teèny pomo
í té¾e kruhové inverze. Vyu¾íváme

toho, ¾e dvojí provedení té¾e kruhové inverze je identita.

V¹imnìte si, ¾e nezále¾í na polomìru, s ním¾ inverzi provádíme. To je pomìrnì èastý pøípad | jde

nám jen o to, zda obraz bude pøímka èi kru¾ni
e, na jeji
h poloze a velikosti nezále¾í.

Je¹tì jsme v øe¹ení vyu¾ili jednu podstatnou malièkost. Máme-li dán støed kruhové inverze S, kru¾-

ni
i k se støedem v S a polomìrem r a bod X, musíme umìt zkonstruovat obraz X

0

bodu X

v kruhové inverzi podle kru¾ni
e k pomo
í pravítka a kru¾ítka. To v¹ak není obtí¾né. Pøedpoklá-

dejme napøíklad, ¾e X le¾í vnì kru¾ni
e k. Sestrojíme-li l kru¾ni
i s prùmìrem SX, pak bod X

0

najdeme jako støed úseèky její¾ krajní body jsou prùseèíky kru¾ni
 k a l. Pøípad, kdy X je uvnitø

k jako¾ i ovìøení, ¾e jsme skuteènì dostali obraz bodu X v kruhové inverzi podle k pøene
hávám

laskavému ètenáøi.
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Kruhová inverze

Ptolemaiova nerovnost

Ji¾ jste se mo¾ná setkali s následují
í vìtou

Vìta. Ne
h» ABCD je ètyøúhelník. Oznaème (obvyklým zpùsobem) a, b, 
, d délky jeho stran a

e, f délky jeho úhlopøíèek. Pak platí

a
+ bd � ef;

pøièem¾ rovnost nastává právì tehdy, kdy¾ ètyøúhelník ABCD je tìtivový.

Existuje nìkolik zpùsobù, èasto velmi tì¾kopádný
h, jak tuto vìtu dokázat. Pomo
í kruhové inverze

to v¹ak jde velmi snadno, vlastnì to není ni
 jiného, ne¾ þkruhovì zinvertovaná trojúhelníková

nerovnostÿ. Na pøedná¹
e si uká¾eme pøesný postup.

Pøíklady

1. pøíklad Zkuste si promyslet øe¹ení nìkterý
h, popøípadì v¹e
h Appoloniový
h úloh.

2. pøíklad Jsou dány dvì dotýkají
í se kru¾ni
e k, l o polomìre
h r, s. Sestrojíme dal¹í dvì

kru¾ni
e tak, aby se dotýkaly k i l a naví
 sebe navzájem. Jaká je mno¾ina bodù, v ni
h¾ se takto

vzniklé kru¾ni
e dotýkají? Jinak øeèeno, kdy¾ sestrojíme v¹e
hny takové dvoji
e kru¾ni
, jaký útvar

vytvoøí jeji
h (vzájemné) dotykové body?

3. pøíklad Je dán pevný trojúhelník ABC, bod D probíhá stranu BC. Zjistìte, jaký
h hodnot

mù¾e nabývat úhel svíraný kru¾ni
í opsanou 4ABD a kru¾ni
í opsanou 4ACD.

4. pøíklad Je dána kru¾ni
e k a bod B. Najdìte kru¾ni
i, která pro
hází bodem B, protíná k pod

daným úhlem � a je 
o nejmen¹í.

5. pøíklad V prostoru jsou dány koule k, l, m a to tak, ¾e l, m le¾í uvnitø k, dotýkají se jí

a dotýkají se navzájem. Sestrojíme kouli %, která se dotýká k, l i m. Najdìte mno¾inu dotykový
h

bodù % a k.

6. pøíklad Ne
h» kru¾ni
e k

1

, k

2

a k

3

pro
házejí spoleènym bodem T , ¾ádné dvì se nedotýkají.

Buï A prùseèík k

1

a k

2

, B prùseèík k

1

a k

3

, C prùseèík k

2

a k

3

(v¹e
hny rùzné od T ). Dále buï A

1

prùseèík pøímky AT s kru¾ni
í k

3

(rùzný od T ), podobnì jsou de�novány body B

1

a C

1

. Doka¾te,

¾e platí

jAC

1

j

jC

1

Bj

jBA

1

j

jA

1

Cj

jCB

1

j

jB

1

Aj

= 1:

7. pøíklad Ne
h» body A, B, C le¾í (v tomto poøadí) na pøím
e p a ne
h» bod D nele¾í na pøím
e

p. Buï S støed kru¾ni
e opsané trojúhelníku ACD a T støed kru¾ni
e opsané trojúhelníku BCD.

Doka¾te, ¾e j

6

DASj = j

6

DBT j.
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Krou¾ek matematiky

8. pøíklad V rovinì jsou kru¾ni
e k

1

, : : : , k

4

, l tak, ¾e

(1) k

i

se dotýká l v bodì A

i

(i = 1, 2, 3, 4), A

i

jsou po dvou rùzné

(2) k

1

se dotýká k

2

, k

2

se dotýká k

3

a k

3

se dotýká k

4

(v¹e
hny doteky jsou vnìj¹í)

Bod, který je na kru¾ni
i l naproti A

1

oznaèíme B, teènu k l v B nazvìme b. Prùseèíky pøímky b

a A

1

A

i

oznaème B

i

(i = 2, 3, 4).

Kru¾ni
e k

1

, k

4

a l jsou pevné, k

2

a k

3

se mìní (pøi za
hování vý¹e uvedený
h pravidel). Uka¾te,

¾e pomìr jB

2

B

3

j = jB

3

B

4

j nezávisí na volbì k

2

a k

3

.

9. pøíklad Máme dán ostroúhlý trojúhelník ABC a bod D uvnitø trojúhelníka takový, ¾e platí

jACj jBDj = jADj jBCj a j

6

ADBj = j

6

ACBj+ 90

Æ

. Zjistìte hodnotu podílu

jABj jCDj

jACj jBDj

:
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