Kruhova inverze

| Martin Tancer

Pii feSeni uloh z geometrie se obcas vyplati pouzit néjaké zobrazeni (stfedova
soumérnost, osova soumérnost, otoéeni, stejnolehlost), které obéas danou tlohu o néco
zjednodusi. Jednim z takovych zobrazeni je diky svym vlastnostem i kruhova inverze.

Definice. Rozsifenou rovinou (prostorem) rozuméjme rovinu (prostor) sjednocenou
s (jedinym!) bodem oo. Tento bod pfiddvame, aby se ndm podafilo lépe formulovat
vilastnosti kruhové inverze. Navic feknéme, ze bod oo lezi na kazdé primce a nelezi na
zadné kruznici.

Definice. Kruhovou inverzi se stiedem v bodé X a polomérem r > 0 nazveme zob-

razeni z rozsifené roviny (prostoru) do rozsifené roviny (prostoru) definované nasle-

dovné:

1) Bod X se zobrazi na bod co.

2) Bod oo se zobrazi na bod X.

3) Bod Y, X #Y # oo, se zobrazi na Y’ na polopiimce XY tak, ze | XY'| = ‘Xr—;‘
Rikejme, Ze (kruhové) invertujeme podle kruZnice k (se stfedem X a polomérem

r). Pokud ndm nezalezi na velikosti poloméru, fikejme, Ze invertujeme podle bodu X .

Obcas budeme za kruhovou inverzi povazovat i zobrazeni, které spliiuje tieti vlastnost,

ale nevsim4d si bodu X a oo (tyto body nemusi viibec existovat).

Véta. (Zakladni vlastnosti kruhové inverze)  Méjme inverzi se stfedem v X a polo-
meérem r, kruznici se stfedem X a polomérem r oznacme k. Potom plati:
(1) Dvoji pouziti inverze je identita.
(2) Kruznice k se zobrazuje na sebe.
(3) Vnitiek kruznice k se zobrazuje vné kruznice k a naopak vnéjsek dovnitf.
(4) Piimka prochazejici bodem X se zobrazuje na sebe.
(5) Pfimka neprochézejici bodem X se zobrazuje na kruznici prochazejici bodem X
a naopak kruznice prochézejici bodem X na pfimku neprochézejici X .
(6) Kruznice neprochézejici bodem X se zobrazuje na kruznici neprochazejici X .
(7) Uhly mezi kiivkami se p¥i pouziti kruhové inverze zachovavaji.
Lemma. (Piepocitavaci lemma)  Méjme inverzi se stiedem v X a polomérem r.
Necht se body Y, Z; Y, Z # X, 00 zobrazi na body Y’, Z'. Potom
!yl T
Y'zZ'| = |YZ|7|ZX||YX|'

Pozorovani. V pfedchozim lemma muzeme ¢arkované a necarkované body prohodit.
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Véta. (Ptolemaiova nerovnost) Necht A, B, C, D jsou ¢ty¥i body v roviné, potom
|AC||BD| < |AB||CD| + |AD||BC]|.

Rovnost nastava, pravé kdyz body A, B, C, D lezi v tomto pofadi na kruznici.

Pozorovani. Me¢jme inverzi se stfedem v X a polomérem 7, kruznici se stfedem X
a polomérem r oznacme k. Kruznice | # k je samodruznd, pravé kdyz je kolméa na k,
tj. protina k a teény v jednom (a pak i druhém) ze spole¢nych priise¢iki sviraji pravy
uhel.

Pozorovani. V trojuhelniku ABC ozna¢me P, @, R body dotyku kruznice vepsané
se stranami BC, CA, AB. Kruhova inverze podle kruZnice vepsané pak zobrazuje
body A, B, C po tadé na stiedy tusecek QR, PR, PQ.

Pozorovani. V komplexni rovinég je zobrazeni f(z) = % kruhovou inverzi se stfedem
v bodé 0 a polomérem 1.

Piiklady

Priklad 1. Necht se kruznice k, [ se stfedy S, T protinaji ve dvou rtiznych bodech
A, B. Necht pfimka AS protind [ v bodé C' # A. Necht pifimka AT protind k v bodé
D # A. Dokazte, ze pfimka A B prochdazi stfedem kruznice opsané trojihelniku AC'D.
Priklad 2. Jsou dany tfi rizné body A, B, C. Uvazujme vSechny dvojice kruznic
k, | takové, ze k prochazi body A, B, dale | prochazi body B, C' a tefny kruznic k
a | v bodé B jsou na sebe kolmé. Najdéte mnozinu priise¢iki (rtznych od B) vSech
moznych takovych dvojic k a .

Piiklad 3. Sestrojte kruznici dotykajici se t¥i danych objektli, kterymi mohou byt
bod, pfimka nebo kruznice.

Priklad 4. Necht je pevné ddna kruznice k se stfedem S a polomérem r a necht
je pevné dan bod U. Uvazujme libovolnou kruznici I, kterd prochazi body S a U
a protina k ve dvou bodech A;, B;. Jakych hodnot muze nabyvat souc¢in |UA,||UB;|?
Priklad 5. Necht se kruznice k1, ko protinaji v bodech U a V. Necht P je bod na
k1 uvnitf k2 a @ bod na ko uvnitf ki. Pfimka UP protina ko v R # U a UQ protina
k1 v S # U. Oznaéme T # U prusecik UV s kruznici opsanou UPQ. Dokazte, ze
|PR||QT| = |PT||QS].

Priklad 6. Je dan pravouhly trojuihelnik ABC s pravym thlem p#i vrcholu C
a uvnitt jeho stran AC', BC po fadé body D, E. Dokazte, ze paty vysek z bodu C
na pfimky AB, AE, BD, DE lezi na jedné kruznici.

Priklad 7. Necht je dan trojihelnik ABC. Ozna¢me S stfed vepsané kruznice [
a oznac¢me po fadé P, ), R body dotyku [ se stranami BC, AC, AB. Déale oznac¢me k
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kruznici opsanou stfedium stran PQR, X # S prusecik primky CS a kruznice opsané
ABC a'Y prusecik usecky SX a k. Nakonec oznaéme Z prusecik k a kolmice k CX
prochézejici Y. Dokazte, ze se primka X Z dotyka k.
Priklad 8. Do kruznice k je vepsan ¢tyituhelnik ABC D, jehoz thlopficka BD neni
pramérem. DokazZte, Ze prisecik teden ke k v bodech B a D lezi na pfimce AC, praveé
kdyz |AB||CD| = |AD||BC]|.
Priklad 9. Je dén ostrouhly trojihelnik ABC a bod D uvnit¥ trojihelniku takovy,
ze |AC||BD| = |AD||BC| a |[<ADB| = |[<ACB| 4 90°. Zjistéte hodnotu podilu
|AB||CD|
|AC||BD|"
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