Kruhova inverze
| Michal Rolinek

Kruhova inverze je bezesporu jednou z nejzajimavéjSich partii rovinné geo-
metrie. Neni se ¢emu divit. Kdo by nebyl okouzlen tim, jak pfimky prechazeji
v kruznice a kruznice v pfimky, jak se body pfesouvaji do nekonec¢na a zpatky a
také tim, jak mocnou zbrani pfi feSeni tloh muze byt toto exotické zobrazeni. Nez
se naplno pustime do taju a kras kruhové inverze zavedeme si par pojmii.

Definice. Ke vsem bodum roviny, které zname, pridame jesté bod oo a tvrdime,
Ze jim prochazeji vSechny piimky.

Najednou nemiizeme Fict, ze pfimka nema konec. Vsimni si, ze uz tady se rozdil
mezi primkou a kruZnici zacina stirat.

Umluva. Aby se ndm usnadnilo vyjadifovani, budeme pfimkam a kruznicim Fikat
souhrnné kruhové ktivky.

Co je kruhova inverze?

Definice. Kruhova inverze je zobrazeni, které bodum roviny piifazuje opét body
roviny, a to nésledujicim zptisobem. Necht je ddna kruznice i(I,r), bodu X z nasi
roviny pFifadime bod X' na polopiimce SX tak, aby platilo:

|XTI||X'I| = r?

Specialné I — oo, 00 — I. Kruznici i budeme fikat inverzni kruznice a bodu I
stred inverze.

Vlastnosti kruhové inverze

Pozorovani. Body, které lezely uvnitf kruznice I se zobrazi ven a naopak.

Pozorovani. Dvakrat provedena inverze podle stejné inverzni kruznice je iden-
tita.

Problém. Jak kruzitkem a pravitkem zkonstruovat obraz bodu X v dané kru-
hové inverzi? (Napovéda: Vzpomeii si na Euklidovy véty)

Kruhova inverze neni shodné ani podobné zobrazeni. Presto vsak je mozné vy-
jadrit vzdalenost obrazi dvou bodd pomoci vzdalenosti vzort a parametri inverze.
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Maéme-li body X, Y a jejich obrazy XY’ v kruhové inverzi podle (I, r). Plati

7“2

X'Y'| = |XY | s
XY= 1XY s xsm

Tvrzeni. (Nejdilezitéjsi) Obrazem kruhové kiivky je v kruhové inverzi opét
kruhova kfivka.

Poznamka. Pozor! Kruhova inverze sice docela Casto zobrazuje kruZnice na
kruznice, ovSem obecné neplati, Zze by se na sebe zobrazily i jejich stfedy.

Cviceni. Urcete mnozinu vSech samodruznych bodu, pfimek a kruznic v kruhové
inverzi.

CviCeni. Co se stane s rovnostrannym trojuhelnikem, pokud ho zinvertujeme
podle jeho opsané kruznice?

Cviceni. Co se stane se ¢tvercem zinvertujeme-li ho (i s tthlop¥ickami) tentokrét
podle kruznice vepsané?

Poznamka. Kruhové inverze také zachovava thly mezi kiivkami. Co pfesné to
znamena, si vysvétlime na prednasce.

Konstrukcni Glohy FeSené pomoci kruhové inverze

Nyni si poprvé ukazeme, jak nam kruhova inverze muze usnadnit praci v jinak
obtiznych ¢i nefesitelnych tlohach. Nejprve to budou tlohy konstrukéni. S kruho-
vou inverzi nejvice souvisi takzvané Apolléniovy tlohy. To jsou tlohy, ve kterych
je tkolem zkonstruovat kruznici, kterd by se dotykala tii zadanych prvki (mohou
jimi byt bod, pfimka, ¢ jind kruznice). Napiiklad Apolléniova tloha bkk tedy zni:
Sestrojte kruznici, kterd prochézi danym bodem a dotyka se dvou danych kruz-
nic. Na pfednédsce vSechny Apolléniovy tlohy vyfeSime (samozfejmé s vyuzitim
kruhové inverze).

Piiklad. (Uloha navrhovana na IMO 1985)  Je ddan AABC, zkonstruuj uvnit¥
ABC bod D, tak aby trojahelniky ABD, ACD, BCD mély stejny obvod.
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Diikazové ulohy feSené pomoci kruhové inverze

Dosud se kruhové inverze mohla zdat jako zajimavy, avSak ne moc uzitecny
vystrelek. Nyni si v§ak kruhovou inverzi predstavime jako silny nastroj pfi feSeni
uloh z geometrie podobnych tém z MO. Jeji pouziti je ¢asto velmi necekané. Neni
zaddny univerzalni navod, jak poznat, které ulohy se daji pomoci kruhové inverze
Fesit, pouze né€kolik obecnych doporuceni, které si povime na prednésce.

Priklad 1. Jsou dany kruZnice ky,ko,ks a kg takové, ze ko a k4 se obé dotykaji
ki1 i k3. Dokazte, ze body dotyku lezi na jedné kruznici.

Priklad 2. Dokazte Ptolemaiovu nerovnost. Ta fiké, Ze pro kazdy ¢tyfuhelnik
ABCD (s obvykle zna¢enymi délkami stran a, b, ¢, d a thloptickami e, f) plati
ac+ bd > ef s rovnosti pravé pro tétivovy ¢tyituhelnik.
Priklad 3. (Rakousko-polské stietnuti 1998) Pfimky p a ¢ se protinaji v bodé
P. Pfimka p je spole¢nou tecnou kruznic k1 a ko, které maji vnéjsi dotyk v bodé P
a primka ¢ je spole¢nou te¢nou kruznic l; a Iy, které se téz zvenci dotykaji v bodé
P. Dokazte, ze zbylé pruseciky kruznic ki, k2, l1 a I3 lezi na jedné kruznici, pravé
kdyz p L q.
Pi#iklad 4. (Uloha navrhovani na IMO 2003) Mé&jme opét bod P jako vnéjsi
bod dotyku kruznic k1 a k3 a kruznic ke a k4. Zbylé priseciky kruznic (k1 N k2,
kaNks ... ) oznacme po fadé A, B, C, D. Dokazte, ze plati

|AB||BC|  |PBJ?

|AD||DC| — |PDJ?
Priklad 5. (IMO 1996) Necht P je bod uvniti A ABC takovy, ze |[<APB| —
— |<ACB| = |<APC| — |[<ABC|. Dokaizte, ze osy Ghlt ABP a ACP protinaji
pfimku AP v jednom bodé.

Priklad 6. Mé&jme pulkruzZnici k s pramérem PQ a kruZnici [, kterd ma vnitini
dotyk s k a dotyka se usecky PQ v bodé C'. Sestrojme te¢nu ke kruznici [, ktera
je kolmé na PQ a oznaCme postupné A, B jeji pruseciky s k a s tseckou CQ.
Dokazte, ze AC je osou tthlu PAB.

Priklad 7. Oznac¢me p polovinu obvodu AABC'. Na pfimce AB nalezneme body
E, F, tak aby platilo |CE| = |CF| = p. Dokazte, Ze kruZnice opsand AEFC se
dotyka kruznice pripsané AABC' ke strané AB.

Priklad 8. Dokazte, Ze kruznice deviti bodt se dotyka kruznice vepsané i vSech
kruznic pfipsanych.

Priklad 9. Kruznice vepsand AABC se dotyka stran AB, BC, C'A postupné
v bodech K, L a M. Dokazte, ze stfed kruznice opsané a stred kruznice vepsané
NABC, ortocentrum AK LM lezi v pfimce.
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Priklad 10. Mame dén ostrotuhly trojihelnik ABC a bod D uvnitf trojihelnika
takovy, ze plati |AC||BD| = |AD||BC| a |[<ADB| = |<ACB| + 90°. Zjistéte
hodnotu podilu

|AB||CD|

|AC||BD|’



