Kresleni grafii na plochy

ToMAS NOVOTNY

ABSTRAKT. V prvni ¢asti prispévku si vysvétlime zakladni pojmy tykajici se ploch.
Dale si ukdzeme a procvi¢ime mozné zpusoby jejich zobrazovani do roviny, abychom
na né nasledné v druhé casti pfispévku mohli kreslit grafy, a ukdzeme si, co takové
grafy musi spliiovat.

Uvod

Jisté jste se uz v zivoté mnohokrat setkali s grafem, naptiklad odpovidajicim silni¢ni
siti. Pokud jste ovSem potiebovali nakreslit slozitéjsi graf, jisté jste si vS§imli, Ze ne
vzdy ho lze nakreslit tak, aby se jeho hrany nikde nekfizily — z tohoto divodu je
tfeba stavét na silnicich rtzné tunely a mosty. Ukazeme si, ze kdyby Zemé nebyla
kulata, ale napfiklad méla tvar toru, tak bychom na ni mohli postavit nékteré silni¢ni
sité, které na kouli bez most postavit nelze.

Pro tplnost nejprve definujme, ¢im je graf ve smyslu teorie grafi:

Definice. Graf G = (V, E) je usporadana dvojice mnozin vrcholi a hran
14
V={12....,n},EC (2),

kde (‘2/) znaci vSechny dvojice navzajem rtznych vrcholi z V', neboli vSechny mozné
hrany. Rekneme, Ze graf na |V| = n vrcholech je tplny (znaceny K, ), pokud E =
1%
(2):
UkéazZeme si, Ze grafy na rovinu nenakreslitelné bez kiiZzeni hran lze mnohdy na-
kreslit na jiné plochy, napriklad torus ¢i Kleinovu lahev.

Co to vlastné je ta plocha?

Jelikoz plochy mohou vypadat velmi rtiznorodé (naptiklad povrch hrnicku, ale tieba
i tohoto sbornicku), jejich matematicky popis je pomérné slozity. Pro zajimavost,
jedna z moznych definic je nasledujici:

Definice. Plocha T je souvislda kompaktni mnozina X C R" takova, Ze pro kazdé
y € X existuje oteviené okoli y takové, ze jeho prunik s X je homeomorfni otevie-
nému kruhu v R2.
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Definice ve skutec¢nosti pouze fiké, Ze plocha vypada ,rozumné“, tj. je konecné
velka, mezi kazdymi jejimi dvéma body vede cesta a neobsahuje zadné ,diry“ ¢i
okraj. Pojem homeomorfni jesté pozd€ji pouzijeme, v podstaté plati, ze A je home-
omorfni s B préavé tehdy, kdyz lze A zdeformovat tak, Ze vznikne B (a také B lze
zdeformovat na A).

Mezi plochy fadime napiiklad sféru ¢ torus (na obrizku), ovSem rovina ¢ uza-
vieny ¢tverec plochami nejsou (rovina neni kone¢nd, tudiz ani kompaktni, naopak
bod na okraji ¢tverce nemé okoli homeomorfni otevienému kruhu). Pfesto jsme za
pomoci malého triku schopni vSechny plochy nakreslit na papir.

Zobrazovani ploch do roviny
Nejprve si ukazeme, ze plati nasledujici tvrzeni:
Tvrzeni. Kazdy graf, ktery Ize nakreslit na sféru, lze nakreslit i do roviny.

Dikaz. Staci, kdyz si zvolime néjaky bod na sféie, ktery neni vrcholem ani neni na
hrané grafu, sféru , polozime“ na rovinu s timto bodem xy nahote a poté kazdy bod
T # x¢ sféry zobrazime na takovy bod roviny, kde ji protne pfimka xgx.

Cviceni. (motiva¢ni) Predstavte si, ze na celé Zemi (pfedpoklddejte, ze mé tvar
dokonalé koule) se vyskytuji pravé t¥i domy a tfi studny. Postavte cesty mezi kazdym
domem a studnou tak, aby se vzajemné neprotinaly.

Ukazeme si (neformalné) dvé operace, jak kreslit rtizné plochy na papir, a také pro
vzniklé plochy definujeme jejich tzv. Eulerovu charakteristiku x.

Definice. Priddni ucha provedeme tak, ze z papiru ,,vytizneme* dva kruhy a body
na jejich okrajich v opa¢nych orientacich ztotoznime. Priddni kriZitka provedeme tak,
ze ,vytizneme“ pouze jeden kruh a ztotoznime protéjsi body na jeho okraji.

Definice. Fulerova charakteristika x plochy I' vzniklé ze sféry pfidanim u usi a k
kiizitek je
Xx=2-—2u—k.
Jako cviceni si mulzete rozmyslet, ze po pfidani ucha ¢i kiizitka ndm ztstane

plocha. Ovsem plati dokonce nasledujici véta:
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Véta. Kazdou plochu Ize vytvorit ze sféry piidanim néjakého poctu u usi a k
krizitek. Pokud k = 0, nazyva se tato plocha neorientovatelnd a znaci se ¥,,. Pokud
k > 0, nazyva se tato plocha orientovatelnd, je homeomorfni plose vzniklé ze sféry
pridanim pravé n = 2u + k kfizitek a znaci se II,,.

A kde vlastné jsou ty grafy?

Nyni méame pfipraveno vse, abychom mohli zacit kreslit grafy na nase vytvorené
plochy. Pro tplnost za¢néme definici nakresleni grafu:

Definice. Nakresleni grafu G = (V,E) na plochu T' je takové zobrazeni, kde
vsechny vrcholy z G jsou zobrazeny na rizné body I' a vSechny hrany z G na nepro-
tinajici se k¥ivky.

Pokud jste zkouseli vyfesit motivacéni cviceni vySe, nejspise jste zjistili, ze tloha
bez pouziti ,,mosti“ vyfeSit nelze. Nicméné nemusime zoufat, nebot plati:

Tvrzeni. Kazdy graf Ize nakreslit na sféru s pridanim dostatecného poctu usi.

Dikaz. Dtikaz je velmi snadny, staci zadany graf ,skoronakreslit* (povolime proti-
nani jeho hran) na sféru a poté na kazdé misto, kde se néjaké dvé hrany k¥izi, pfiddme
ucho jako ,most“, pres ktery jednu z nich prevedeme. Takto sice muzeme pridat velké
mnozstvi usi, ale na vzniklou plochu jiz zadany graf nakreslit 1ze. ]

Cviceni. Ukaite, ze kazdy graf lze nakreslit na sféru s pfidanim dostateéného
poctu kiizitek.

Problémem ptedchoziho tvrzeni je fakt, ze usi (¢i kiizitek) je nékdy t¥eba pii-
dat mnoho. Pokud ovSem dostaneme zadanou plochu, tak si ukdzeme, ze grafy na-

kreslitelné na tuto plochu jsou pomérné omezené. Konkrétné si postupné dokazeme
nasledujici ,magické” tvrzeni:

Tvrzeni. (magické) V kazdém grafu nakresleném na plochu charakteristiky x riz-
nou od sféry existuje vrchol stupné nejvyse

{HMJ
SV

Byt toto tvrzeni miize vypadat velmi pokrocile, uvidime, Ze s vyuzitim znalosti
Zobecnené Fulerovy formule neni jeji dikaz prili§ obtizny.

Véta. (Eulerova formule) Pro kazdy rovinny graf obsahujici s stén plati:
V| —|E|+s > 2,

pricemz pokud je graf souvisly, plati rovnost.
MiZete si zkusit tuto vétu dokéazat (Hint: uvédomte si, Ze véta plati pro stromy,
a pak pouzijte indukci podle hran). Pro nas je ovSem dilezité jeji zobecnénd verze:
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Véta. (Zobecnénd Eulerova formule) Pro kazdy graf nakresleny na plochu s cha-
rakteristikou x obsahujici s stén plati nasledujici nerovnost:

V=B +5 > y.

Byt to tak na prvni pohled nevypadé, s touto znalosti uz lze ,magické* tvrzeni
pomoci nékolika leh¢ich ivah dokéazat. Nejprve si uvédomme, ze kazdé sténa ma na
svém obvodu alespon t¥i hrany a také kazda hrana sousedi s nejvyse dvéma sténami.
Tudiz

2|E|
§ < ——.

KdyZ tuto nerovnost dosadime do Zobecnéné Eulerovy formule, dostaneme:

|E|
V- —>
Vi-=5 2x
6|V| 2|E| S 6x
i v v
2|F 6
Bl _q_ Sx
V] V|

Jelikoz % je prumérny stupen vrcholu grafu, vime, Ze existuje vrchol stupné
nejvyse 6 — %. Tudiz pro kazdy graf na ploSe s kladnou charakteristikou (tj. sféra
a projektivni rovina) existuje vrchol stupné nejvyse pét, takze projektivni rovina
spliiuje magicke tvrzeni. Navic pokud mé graf n vrcholi, tak ziejmé vSechny jeho
vrcholy maji stupeni nejvyse n — 1.

Nyni si sta¢i v§imnout, Ze pro x < 0 je funkce f(z) = 6— %X pro x > 0 nerostouci,
naopak g(z) = x — 1 je zjevné rostouci. TudiZz pokud nalezneme prusecik téchto
funkci, zjistime maximalni mozny pramérny stupen grafu, ktery lze na odpovidajici
plochu nakreslit:

6
X
x

22 —Tr4+6x=0

(x_ 7 ~/49—24x> (z_ 7+~/49—24x> 0
2 2 o

Jelikoz je x < 0, tak /49 — 24y > 7, tudiz prvni zavorka soucinu nespliuje = > 0.
Ovsem z druhé zavorky piimo plyne, Ze pro prumérny stupen p libovolného grafu

plati
p< {5 + 49 — 24)(J
— 2 3

coZ je ovSem presné nase ,magické* tvrzeni!
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Cviéeni.
(1) Zkuste nakreslit co nejvétsi aplny graf na torus.
(2) Zkuste nakreslit co nejvétsi aplny graf na Kleinovu ladhev.

Ve skutecnosti 1ze na kazdou plochu nakreslit Gplny graf s pravé {L V4§724XJ +1
vrcholy, ovsem s vyjimkou Kleinovy lahve. Pfedchozi cviceni byl tedy trochu chytak,
nebot byt maji torus i Kleinova ldhev stejnou charakteristiku, na torus lze nakreslit

K7, ovSem na Kleinovu lahev bohuzel ne.

Barevny zavér

KdyZ uz vime, jak mohou (a nemohou) vypadat grafy nakreslené na rtizné plochy,
mizeme se ptat, kolik riznych barev musime pouzit na obarveni jejich vrcholi tak,
aby z&dné dva sousedni vrcholy nemély stejnou barvu. Ukézeme, zZe plati nasledujici
veta.

Véta. (Heawoodova formule) Kazdy graf nakresleny na plochu s charakteristikou

X lze obarvit pomoci
7T++49—-24
k= {—i_QXJ barev.

Diikaz. Veétu dokazeme sporem. Predpokladejme, Ze existuje graf, ktery pomoci
tohoto poctu barev obarvit nelze, a vyberme takovy, ktery mé co nejméné vrchold.
Ozna¢me ho G. Vyuzijeme nase magické tvrzeni — vime, zZe v libovolném grafu na-
kresleném na této ploSe najdeme vrchol stupné nejvyse

5+\/49—24XJ e
) - - 4

tudiz pokud tento vrchol z G ,odtrhnemeé*, dostaneme opét graf nakresleny na
této plose. OvSem ten mé méné vrcholti, tudiz ho lze timto po¢tem barev obarvit.

Vezméme tedy néjaké jeho obarveni a vratme zpét ,odtrhnuty“ vrchol. Ten m4
ale nejvyse k — 1 sousedi, tudiz na néj zbyla alespori 1 barva, kterou ho mizeme
obarvit, ¢imz dostaneme korektni obarveni G, coz je spor s predpokladem. ]

Tento odhad je navic tésny pro vSechny plochy kromé Kleinovy lahve, u které
nam na obarveni libovolného grafu staci 6 barev. Kdyz se tedy podivame na sféru,
tak po dosazeni dostaneme, ze kazdy graf na ni lze obarvit

THVA9-212

barvami. Ale jelikoz kazdy graf je rovzlnny pravé tehdy, kdyz 1ze nakreslit na sféru,
tak jsme takto dokazali, Ze kazdy rovinny graf lze obarvit pomoci ¢tyt barev!

Tedy skoro...
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