Konvexné utvary

| Martin Fraas

Tedria konvexnych mnozin je pomerne mladé matematickd nduka. Jej rozvoj sa datuje
do 20. storocia a je spojeny s boomom funkcionalnej analyzy medzi dvoma svetovymi
vojnami. My sa budeme dalej zaoberat priestormi kone¢nej dimenzie, ale vetSina vy-
sledkov ide zovSeobecnit aj na priestory nekon¢né. Doraz bude na metédach dokazov,
ktoré sa daju na tejto pomerne lahkej partii ukazat.

Definicia. Geometricky tutvar U (leZiaci v priamke, rovine ¢i priestore) nazyvame
konvexnym ak tsecka spojujica ktorékolvek dva body ttvaru U nélezi ttvaru U.

Dalej dodefinujme, e bod je konvexny ttvar.

Priklad. Trojuholnik, Stvorec, polrovina, kruznica, $tvorsten to vSetko su priklady
konvexnych atvarov.

Veta. Ak maju dva konvexné utvary spolo¢ny aspon jeden bod, potom ich prienik
je konvexny tutvar.

Axiom. (o supréme) Kazdd omedzend mnozina realnych ¢isel ma suprémum.
Veta. Omedzeny konvexny tutvar na priamke, ktory ma asporn dva body je tsecka.

Poznamka. Rozmyslite si aky je vztah medzi vySie spomenutym axiémom a touto
vetou.

V dalsom vyklade budeme potrebovat niekolko definicii, ktoré budu iba spresnenim
intuitivnych pojmov.

Definicia. Okolim bodu nazveme kruznicu (resp. gulu) so stredom v danom bode a
kladnym polomerom.

Definicia. Bod M nazveme vnutornym bodom ttvaru U ak existuje okolie bodu M,
ktoré celé patri utvaru U.

Definicia. Bod M nazveme vonkajsim bodom utvaru U ak existuje okolie bodu M,
ktorého prienik s utvarom U je prazdna mnozina.

Definicia. Bod nazveme hrani¢ngm bodom, ak kazdé jeho okolie obsahuje vniitorny
i vonkajsi bod.

Definicia. Hranicou utvaru W nazveme mnozinu vsetkych jeho hrani¢nych bodov.
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Definicia. Ak utvar obsahuje svoju hranicu nazveme ho uzavretym. Ak naopak ne-
obsahuje ziaden bod svojej hranice nazveme ho otvorenym.

Priklad. Majme tupouhly trojuholik ABC potom stred opisanej kruznice je vonkajsi
bod, stred vpisanej kruznice vnutorny a trojuholnik je uzavrety prave vtedy ak ho
bereme aj s obvodom, ktory je jeho hranicou.

Dohodnime sa, ze v dalSom texte budeme vSetky utvary pokladat za uzavreté, ak
nebude vyslovne povedané inak.

Veta. Priamka ktora obsahuje aspor jeden vnutorny bod omedzeného konvexného
atvaru v rovine, alebo v priestore, pretina jeho hranicu prave v dvoch bodoch.

Definicia. (operetnd priamka) Majme Gtvar U v rovine o. Priamku p roviny o
nazveme operetnou ak ma nasledujuce vlastnosti:

(¢) obsahuje asporn jeden hrani¢ny bod utvaru U;

(#) atvar U lezi v jednej polrovine urdenej priamkou p, tuto polrovinu potom nazy-
vame operetnou polrovinou.

Najvicsiu vzdialenost dvoch rovnobeznych operetnych priamok nazveme priemer a
najmensiu sirka.

Veta. Nech U je omedzeny utvar v rovine, potom existujui prave dve operetné
priamky rovnobezné so zadanou priamkou p.

Veta. Ak je vzdialenost dvoch rovnobeznych operetnych priamok o1, og rovna prie-
meru ttvaru U, potom na kazdej z tychto priamok lezi jediny hrani¢ny bod a spojnica
tychto bodov je kolma k priamkam o1, o2.

Teraz konecne prejdeme k jednej zaujimavsej vete ktorou ale uz nas vyklad aj ukon-
¢ime.

Veta. (Hellyova) Majme v rovine n > 4 konvexnych ttvarov z ktorych kazdé tri
maju spolo¢ny aspor jeden bod, potom maju vSetky utvari spolo¢ny aspor jeden bod.

A dva jej dosledky:

Veta. (Jungova) Kazdy rovinny tdtvar o priemere d sa dd umiestnit do kruhu o
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Veta. (Blaschkeova) Do kazdého omedzeného konvexného utvaru v rovine, ktory

maé Sirku s, mézeme umiestnit kruh s polomerom 3.



