Teodria cisel — kongruencie
| Mirka Sotdkovd

Zakladné vlastnosti

Majme tri celé ¢isla a, b a m. Hovorime, Ze a je kongruentné s b modulo m a piseme
a=b (mod m), ak rozdiel a—b je delitelny m. Cislo m nazyvame modul kongruencie.
Z definicie Tahko plynu nasledujtce vlastnosti:

e a = a (mod m) (reflexivita).

e a =b (mod m) prave vtedy ked b = a (mod m) (symetria).

e ak a =b (mod m) a b= c (mod m), potom a = ¢ (mod m) (tranzitivita).

e Pre pevné m je na zaklade tychto troch vlastnosti kongruencia modulo m ekviva-
lenciou na Z.

e Pre pevné m, kazda trieda ekvivalencie vzhladom na kongruenciu modulo m obsa-
huje préve jeden prvok mnoziny {0,1,2,...,m — 1}. Tieto triedy nazyvame aj zvys-
kovgmi triedami. Mnozina obsahujica po jednom prvku z kazdej triedy sa nazyva
uplny systém zvyskov.

e Ak a = b (mod m) a ¢ = d (mod m), potom a + ¢ = b=+ d (mod m) a ac = bd
(mod m).

e Ak a =b (mod m), potom a =b (mod d) pre lubovoIného delitela d|m.

e Ak a = b (mod m), a = b (mod n) a m a n st navzajom nesudelitelné, potom
a=0b (mod mn).

Veta. Majme tplny systém zvyskov modulo m. Prvok tejto mnoziny v nej ma mul-
tiplikativny inverz (inverzny prvok vzhladom na ndsobenie) prave vtedy, ked je nesu-
delitelny s m. Inak povedané, plati: Pre a € Z existuje b € Z také, ze ab=1 (mod m),
prave vtedy, ked (a,m) =1 ((z,y) je najvetsi spolo¢ny delitel ¢isel = a y).

Désledok. Riesme linedrnu kongruenciu ax = b (mod m), kde bez ujmy na vse-
obecnosti predpokladajme, ze 0 < a,b < m. Potom ak (a,m) = 1, existuje rieSenie
a vSetky riesenia maju tvar x = xg + mn pren € N a xg, ktoré riesi danu kongruen-
ciu. Ak (a,m) = d, potom rieSenie existuje prave vtedy, ak d|b a v tomto pripade je
kongruencia ekvivalentna (mé rovnaké riesenaia) s kongruenciou o’z = b’ (mod m'),
kdea' = a/d, ¥ =b/d, m' =m/d.

Désledok. Ak a =b (mod m) ac=d (mod m) a (¢,m) =1 (aj (d,m) = 1), po-
tom ac™! = bd~! (mod m) (kde ¢~" oznacuje n-tit mocninu akéhokolvek inverzného

prvku k ¢ modulo m).

Veta. (Mal4 Fermatova) Bud p prvocislo. Potom pre kazdé a € Z, ktoré nie je
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delitelné p, plati a?~* =1 (mod p).
Veta. (Cinska zvyskova) Riesme stistavu kongruencii
x =ay (mod mp)

x = az (mod ma)

x = ar (mod my).
Nech pre kazdii dvojicu i # j plati (m;, m;) = 1. Potom existuje rie3enie tejto stistavy
a kazdé dve riesenia su si navzajom kongruentné modulo M = mims ... my.

Désledok. Eulerova funkcia ¢ (oznacujica pocet kladnych celych ¢&isel nesudelitel-
nych s danym kladnym celym ¢islom n, mensich nebo rovnych n) je multiplikativna,
teda p(mn) = p(m)e(n), vidy ked (m,n) = 1.

Veta. Ak (a,m) =1, potom a®(™ =1 (mod m).

Veta.

Z p(d) =n.

d|n, d>0

A este niekolko uzito¢nych slov o rozkladoch (polynémov na koreriové ¢initele).

Veta. Pre vsetky dvojice b € Z, n € N plati b —1 = (b—1)(0" L + "2 4+ ... +
b2+ bt 4+ 1).

Veta. Nech(b,m)=1aa,c€ N. Akb* =1 (mod m)ab®=1 (mod m) a (a,c) =d,
potom b =1 (mod m).

Veta. Nech p je prvocislo a p|(b"™ — 1), potom plati: alebo p|(bd — 1) pre nejaké
dln, d # n alebo p =1 (mod n). Ak p > 2 a n je neparne, potom v druhom pripade
p=1 (mod 2n).
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