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ABSTRAKT. Kongruence jsou jednou z oblasti studia teorie ¢isel, vychazi z délitelnosti
a umoznuji nam rozsifit pohled na ni. Prestoze se na stfednich skolach standardné
neprobiraji, daji se uplatnit v matematické olympiddeé i jinych soutézich. Na prednasce
si predstavime jejich zdkladni vlastnosti a ukdzeme jejich vyuziti na riznych typech
prikladi.
Definice. Jestlize dvé celd ¢isla a,b davaji pii déleni pfirozenym cislem m tyz
zbytek r, kde 0 < r < m, fikdme, Ze a a b jsou kongruentni modulo m, coz zapisujeme
takto:
a=b (modm).
Tvrzeni. (Ekvivalentni podminky) Pro libovolnd a,b € Z, m € N jsou nésledujici
podminky ekvivalentni:
(1) a=b (mod m),
(2) a =b+ mt pro vhodné t € Z,
(3) m|a—b.

Tvrzeni. Pokud a =0 (mod m) a k € Z, plati:

(1) a+ k=b+k (mod m),
(2) a-k=b-k (mod m).

Tvrzeni. Pokud a =b (mod m), c =d (mod m) an € N, plati:

(1) a+c=b+d (mod m),

(2) ac=bd (mod m),

(3) a™ =b" (mod m).
Cviceni. UkaZte, Zze pokud a-c =0b-c (mod m), tak obecné nemusi platit a = b
(mod m).
Tvrzeni. Pokuda-c=b-c (mod m) a (m,c) =1, tak a =b (mod m).
Tvrzeni. Necht a =b (mod m) a m’ € N. Pak plati:

(1) a+k-m=0b (mod m).

(2) pokud m' | m, pak a =b (mod m’),

(3) pokud ca = ¢b (mod m), tak a =b (mod m/(m,c)).
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Priklady

Ptiklad 1. Naleznéte zbytek po déleni ¢isla 520 &islem 26.

Priklad 2. Mg¢jme ¢islo N =22-31 +11-17+ 13- 19. Urcete:
(1) paritu ¢isla N,
(2) posledni éislici N,
(3) zbytek po déleni ¢isla N sedmi.

Priklad 3. Dokazte, Ze ¢islo n je délitelné ¢islem m pro
(1) n =250+ 730 am =13,
(2) n=(835°+6)® —1am=112.

Priklad 4. Dokazte, ze

(1) pro libovolné n € N je &islo 377+2 + 16"+1 4 23" délitelné sedmi,
(2) pro libovolné n € N je ¢&islo 722742 — 4727 4 28271 d¢litelné ¢islem 25,
(3) pro libovolné k,m,n € N je &islo 5281 4 45m+2 4 357 dglitelné ¢islem 11.

Priklad 5. Dokazte, ze zadné éislo tvaru 8k + 3, k € N, neni mozné zapsat ve
tvaru 22 — 2y? pro zadna celd ¢isla x, 5.
Priklad 6. Dokazte, ze
(1) pokud a,b € Z a a®? +b*> =0 (mod 3), pak a = b
(2) pokud a,b€e Z aa®*+b*>=0 (mod 7), pak a = b
(3) existuji cela ¢isla a,b takova, Ze ackoli plati a?
neplati a = b =0 (mod 5).
(4) pokud a,b,c € Z a a®+b* + ¢ =0 (mod 9), pak abc =0 (mod 3).

0 (mod 3),
0 (mod 7),
b2

+ b* = 0 (mod 5), presto

P¥iklad 7. Reste v celych ¢islech rovnice:
(1) bz + Ty =8,
(2) 91x — 28y = 35,

(3) 18z + 20y + 15z =1,

(4) 152 — 12y + 48z — 51lu = 1.

Piiklad 8. Najdéte viechna celd ¢isla x,y takova, Ze 22 = 4y + 2.
Piiklad 9. Dokazte, e rovnice 22 = 3 — 8z 4 2y? nem4 FeSeni v celjch &islech.
Piiklad 10. Reste v pfirozenych &slech rovnici a® + b* + ¢? = 1234567.

Priklad 11. UkazZte, Ze jestlize jsou ¢isla p a p + 2 obé prvodisla, tak potom bud
p=23,nebo 6| p+1. (Kanada 1973)

Piiklad 12. Znacme ciferny soudet ptirozeného ¢isla n jako C'(n). Najdéte vSechna
n, pro kterd plati n + C'(n) + C(C(n)) = 2015. (Brkos XXI-6-5)
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Priklad 13. Transformaci ¢isla budeme rozumét jeho nahrazeni vlastnim cifer-
nym soudtem. Zaéneme s 20072907 a udélame ¢tyfi transformace. Jaky dostaneme
vysledek?

Priklad 14. Ukazte, %e napiSeme-li ¢isla 1,2,...,1986 bez mezer za sebe v libo-
volném poradi, nedostaneme nikdy ¢islo, které by bylo tfeti mocninou pfirozeného
¢isla.
Piiklad 15. Necht n je pfirozené ¢éislo takové, ze n(n+1)/3 je étverec. Ukazte, Ze
pak n je ndsobek tif a ¢isla n + 1 a n/3 jsou také ctverce. (Brazilie 1989)
P¥iklad 16. Najdéte vSechny dvojice prvoéisel p, q takové, ze p +q = (p — q)>.
(Ruska MO 2001)
Piiklad 17. Cislo n je soucinem ti{ (ne nutné riiznych) prvocisel. Zvétsime-li kazdé
z nich o jedna, zvétsi se jejich soucin o 963. Urcete ptivodni ¢islo n. (MO 63-1-1)
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