Konecné projektivne roviny a latinské Stvorce
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ABSTRAKT. V tejto prednaske sa zoznamime s konceptom koneénych projektivnych
rovin a latinskych Stvorcov a ukazeme si, ako tieto objekty navzajom suvisia. V druhej
Casti prednasky si predstavime ich aplikaciu pri takzvanych samoopravnych kédoch.
Tieto kédy sa vyuzivaja pri prenose informécii menej spolahlivym sposobom, kde moze
dochadzat k zmene niektorych z prenasanych znakov.

Kde sa to tu vzalo?

Uz okolo roku 300 pred nasim letopoc¢tom napisal Euklides dielo Zdklady, v ktorom
v trinastich knihach uviedol vtedajsie poznatky o geometrii a ¢islach formou axiémov
a veci z nich odvodenych. V prvej z tychto knih zaviedol aj pit postulatov (axiémov),
ktoré nasledne tvorili zaklad mnozstva geometrickych dékazov.

Piaty postulat — najznamejsi asi v podani od Playfaira ,pre dany bod a priamku
nim neprechadzajicu existuje maximélne jedna rovnobezka prechadzajica danym
bodom* — je odlisny od zvysnych, preto sa ho mnoho matematikov snazilo dokazat
s vyuzitim iba predchadzajucich Styroch. Vsetky tieto pokusy ale boli netspesné,
dnes je uz dokonca zndme, Ze taky dokaz ani existovat nemoze.

Miesto toho sa v geometrii zostrojil novy ,,model“ — predpokladé platnost prvych
Styroch postuldtov, ten posledny je nahradeny predpokladom ,pre Iubovolny bod
a priamku nim neprechidzajicu existuju aspon dve rovnobezky prechadzajice da-
nym bodom*“. Takyto systém priamok a bodov zvykni matematici oznacovat ako
hyperbolicki rovinu, tou sa ale na tejto prednaske nebudeme zaoberaf.

Podobne sa ale mozeme dopracovat k projektivnej alebo aj eliptickej rovine, ktord
vyuziva mierne volnejsie Euklidove postulaty, pri¢om posledny je nahradeny pod-
mienkou ,kazdé dve rézne priamky sa pretinaja“.

Pomoooc! Co to je?!

Uz sme zistili, preco sa zadali projektivne roviny skiimat. Aby sme ich mohli lepsie
spoznat, musime si ich trochu presnejsie popisat.
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Definicia. Projektivnou rovinou budeme nazyvat mnozinovy systém (B, P), kde
P C 28 a platia nasledujiice axiémy:

(1) VP,QeP, P#Q)IPNQ|=1,

(2) Vo,yeB,x#y) (AP EP)z,y€eP,

(3) (3SCB,|S|=4) (YVPeP)|PNnS|<2.
Prvky mnoziny B potom nazyvame bodmi PR, prvky P st tiez priamky PR. Ak
navyse plati, Ze B m4 len konecne vela bodov, hovorime o konecnej projektivnej
rovine.

Poznamka. Axiém (3) moZzeme ekvivalentne nahradit lubovolnym z nasledujicich
dvoch:

() (VPQeP) BN (PUQ)#,

(3") (B, P) netvori systém ako na obrazku:

Cvicenie. Najdite najmensiu projektivnu rovinu.
Tvrdenie. Majme KPR (B, P), potom vSetky priamky P € P obsahuji rovnako
vela bodov.
Definicia. Rddom KPR (B, P) budeme rozumiet hodnotu |[P| — 1 pre P € P.
Tvrdenie. Nech (B, P) je KPR rddu n. Potom platia nasledujice vlastnosti:
(0) (VPeP)|Pl=n+1,
(1) VxeB)|{PeP;z € P} =n+1,
(2) Bl =n®+n+1,
(3) [Pl=n®+n+1.

Kde to rastie?

V predchéadzajtcej ¢asti sme si popisali, ¢o to konecné projektivne roviny st a aké
st ich zékladné vlastnosti, v cviceni sme si dokonca skusili nejakit KPR aj néjst.
Je ale mozné, ze je to jediny exemplar, ktory spliia nasu definiciu? Na to sa teraz
pozrieme.

Jednou z moznosti je vyuzitie vhodnych algebraickych telies:
Tvrdenie. Pre kazdé n = p*, kde p je prvocislo a k € N, existuje KPR radu n.
Hypotéza. KPR radu n existuje prave pre n = p* pre nejaké prvocislop a k € N.

Druht moZnost ndm dévaju tzv. latinské Stvorce:
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Definicia. Latinskgm Stvorcom rddu n budeme oznacovat maticu L € [n]™*"
spliiajiicu podmienku

(Vi#i',j#j €n]) Lij # Lij # Lijr,
kde [n] = {1,...,n}. Pre k < n nazveme latinskym obdlZnikom maticu tvaru k x n
spliiajicu predchadzajticu podmienku pre kazda dvojicu i # i’ € [k]
Tvrdenie. Kazdy latinsky obdlznik je mozné doplnit na latinsky $tvorec.

Cvicenie. 7 balicka kariet vyberte vSetky Styri esd, kralov, damy aj chlapcov
a rozmiestnite ich do mriezky 4 x 4 tak, aby ziadny riadok ani stipec neobsahoval
dve karty rovnakej farby alebo hodnoty.

Definicia. Latinské §tvorce L a L' rddu n nazveme ortogondlnymi (L L L'), ak
plati podmienka

(Viai,ajvj/ € [n]) (Zvj) # (ilvj/) = (LiijL;,j) # (Li/,j/v ;;Qj’)'

Skupinu latinskych $tvorcov rovnakého radu nazveme navzdjom ortogondlnymi, ak
kazdé dve z nich si ortogonélne.
Priklad. Nasledujuci priklad ilustruje dve ortogonélne latinské $tvorce radu 3:

1 2 3 1 2 3 (1,1) (2,2) (3,3)

2 3 1],(3 1 2| =123 1) (1,2

31 2] |2 31 (3,2) (1,3) (2,1)
Tvrdenie. Nech L1, ..., L,, si NOLS radu n. Potom m < n — 1.
Veta. Pren > 2 existuje KPR radu n, prave ked existuje n — 1 NOLS radu n.

Da sa to jest?

Uz sme si ukazali, ako vieme niektoré kone¢né projektivne roviny, pripadne latinské
Stvorce tvorit, podme sa teda zamysliet, aky maji vyznam v beZnom Zivote.

Definicia. Slovom w dizky n nad abecedou ¥ (w € ¥") nazveme Iubovolntl po-
stupnost n znakov z danej abecedy X. Vo vicsine pripadov sa pouziva ¥ = {0, 1},
pripadne obecnejsie ¥ = {0, ..., ¢} pre nejaké ¢ € N.

Definicia. Hammingovu vzdialenost dvoch slov u,v € X" definujeme nasledovne:
dp(u,v) = |{i € [n]; u; # v;}.

Definicia. Podmnozinu K C %7, |K| = |2|", kde plati dg (u,v) > d pre lubovolné
u # v € K, nazveme (n,k,d)-kédom a hovorime o kéde dlzky n, velkosti |E|k
a vzdialenosti d.
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Pozorovanie. (n,k,d)-kéd dokéze rozpoznat az d — 1 a opravit az L%J chyb.
Tvrdenie. Ak existuje (n, k,d)-kéd pre d > 2, potom existuje aj (n — 1,k,d — 1)-
kod.

Tvrdenie. Ak existuje KPR radu n, potom existuje aj kéd nad abecedou ¥ =
{0,1} dlzky n? 4+ n + 1, velkosti n? + n + 2 a vzdialenosti 2n.

Problém. Akd najviicsiu velkost moze mat kéd nad abecedou ¥ = {0,...,q}
dlzky 4 a vzdialenosti 3?

V nasledujtcich tvrdeniach budeme predpokladat abecedu ¥ = {0,...,q}.
Tvrdenie. Pre kazdy (4, k, 3)-kéd urcite plati k < 2.
Tvrdenie. (4,2,3)-kdd existuje prave vtedy, ak existuji dve ortogonélne latinské
Stvorce radu q.

A teraz trochu obecnejsie:
Tvrdenie. Pre kazdy (n, k, d)-kéd urcite plati k <n —d+ 1.
Tvrdenie. (n,2,n — 1)-kéd existuje prdve vtedy, ak existuje n — 2 NOLS rddu q.
Désledok. (n,2,n — 1)-kéd nad abecedou ¥ = {0,...,n — 1} existuje pre kazdé

n = p* + 1, kde p je prvocislo a k € N. Ak by platila spominana hypotéza, takyto
kod pre ziadne iné n neexistuje.
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