Konecna télesa a kde je najit

MATEJ DOLEZALEK

ABSTRAKT. Pocitat modulo prvocislo je fajn: skoro vSechno mé multiplikativni inverz
a plati zde spousta uzitecnych véticek. V tomto prispévku tyto poznatky zobecnime
do pojmu konecného télesa a ukadzeme, ze a¢ musime nékteré exemplare hledat v exo-
tickych mistech, stoji to za to. Standardni vysokoskolskou teorii odlozime na zavér,
namisto toho se budeme co nejvice vénovat olympiadnim aplikacim.

Definice. Téleso je struktura, ve které mame vyznacné prvky 0, 1 (navzijem
riizné) a umime séitat, odeéitat, ndsobit a nenulovymi prvky také délit za platnosti
v8ech obvyklych pravidel. Konecné téleso je téleso, které ma jen konecné mnoho
prvki.

Umluva. Je-li F (koneéné) téleso, necht F* zna¢i mnozinu jeho nenulovych prvkii.

Priklady a zakladni vlastnosti
Piiklad. Pro prvocislo p tvoii celd ¢isla modulo p konecné téleso Z, s p prvky.
Abychom zdtraznili, Ze se jednd o télesa, budeme je v tomto pfispévku znadit Fp,.

Priklad. Je-li n = ab slozené ¢islo, kde a,b > 1, pak Z,, neni téleso, napt¥. protoze
(nenulovymi) prvky a, b nelze délit.

Piiklad. Polozme F = {0,1, a, 8} a pfedepiSme na této mnoziné s¢itani a ndsobeni
nasledovné:
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Vsimnéte si, ze F je ctyfprvkové téleso. Zdliraznéme, Ze je zcela odlisné od Z4, coz
koneckonci ani neni téleso.

Pozorovani. Pro kazdé a € F* je zobrazeni b — ab bijekci F* — F*.
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Véta. (maly Fermat) V konecném télese o n prvcich spliiuje libovolné a € F*
rovnost a1 = 1.

Dusledek. Nad koneénym télesem F' o n prvcich plati rovnost polynomii

-z = H(x—a).

acF

Cviceni. (Wilsonova véta) Soucin vSech prvkia kone¢ného télesa je roven —1.

Uloha 1. Najdéte vSechna piirozena &isla nesoudélna se vsemi ¢leny posloupnosti
zadané predpisem a, = 2" 4+ 3" + 6" — 1.

Definice. Charakteristikou konecéného télesa F' minime nejmensi pfirozené ¢islo c,
pro néz je v F soucet ¢ jednicek roven nule.

Cviceni. Charakteristika kone¢ného télesa musi byt prvodislo.

Tvrzeni. Konecné téleso F charakteristiky p musi mit pfesné p* prvki pro néjaké
prirozené k.

Diikaz. F je vektorovy prostor nad Z;, a musi mit kone¢nou dimenzi. O

Cviéeni. (Frobenitiv automorfismus) Bud F kone¢né t&leso charakteristiky p. Po-
tom je zobrazeni ¢ : F' — F definované piedpisem ¢(x) = 2P bijekce, kterd zacho-
vavé séitani 1 nasobeni, tj. o(zy) = p(z)e(y) a p(z + y) = o(z) + ©(y).

Rédy a primitivni prvek
Definice. Bud F koneé¢né téleso. Ridem prvku a € F* rozumime nejmensi p¥iro-
zené r takové, ze a” = 1. Zna¢ime r = ordp(a).

Pokud je z kontextu ziejmé, v jakém konecném télese pracujeme, dovolime si
index F' vypustit.

Tvrzeni. Proa € F* plati a® = 1, pravé kdyz ord(a) | e.

Dusledek. Je-li F téleso s n prvky, pak pro kazdé a € F* plati ord(a) | n — 1.
Uloha 2. V n-prvkovém télese nenulova a, b spliiuji a®>* + b>° = 0. Dokaite, Ze
n=1 (mod 251).

Uloha 3. Je déano prvodislo p. Dokazte, Ze existuje nekone¢né mnoho prvoéisel
g =1 (mod p).

Castym zac¢atecnickym omylem kolem malé Fermatovy véty je predpokladat, ze
a® = 1, pravé kdyz n — 1 | e (co to ¥ikd o fadu a?). To obecné neplati, trividlnim
protipfikladem je tfeba a = 1. Nicméné ta a, ktera tuto vlastnost maji, jsou vyznacna
a umime o nich néco fict.

Definice. Primitivnim prvkem v n-prvkovém télese F' rozumime takové g € F'*|
ze ordp(g) =n—1
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Jingmi slovy: primitivni prvek je takové g, ze F* = {g,¢?,...,¢" 1}. Primitivni
prvek neni ani zdaleka urcen jednoznacné — napf. kdyz je primitivnim prvkem g,
musi jim byt také %.

Véta. V kazdém konecném télese existuje primitivni prvek.
Ditkaz uvafime z trojice lemmat. Ve vSech necht je F' koneéné téleso s n prvky.

Lemma A. Pokud (| ord(a), pak ord(a’) = } ord(a).

Lemma B. Pokud r = ord(a), s = ord(b) a zdroven jsou r, s nesoudélnd, pak
ord(ab) = rs.

Lemma C. V télese ma nenulovy polynom stupné d nanejvys d riznych kofeni.
Vyuziti primitivniho prvku

Cviceni. Nahlédni, Ze zobrazeni a — a™ je v n-prvkovém télese bijektivni, praveé
kdyz je m nesoudélné s n — 1.

Uloha 4. Bud F téleso s p* prvky. V zavislosti na pfirozeném ¢isle e uréete

Zae.

a€F

Uloha 5. Rozhodni, zda lze tabulku 10 x 10 vyplnit ¢isly 1,2,...,100 a zvolit
A, B € Zyp1 tak, aby soucasné platilo:

(i) Soucin prvku libovolného fadku déva po déleni 101 zbytek A.

(ii) Soucet prvki libovolného sloupce dévé po déleni 101 zbytek B.

Definice. Multiplikativni mnoZinou' v koneéném télese F budeme rozumét ne-
prazdnou podmnozinu M C F'*| ktera je uzaviena na nésobeni, tedy spliiuje ab € M
pro libovolné a,b € M.

Priklad. Méjme n-prvkové téleso F' a uvazujme jisté e | n — 1. Potom je
M, ={a®|a€ F*}

multiplikativni mnoZina v F' s ”7_1 prvky. Navic plati b € M, <— b = 1.

Tvrzeni. Kazda multiplikativni mnozina v koneéném télese F' je tvaru M, pro
néjaké e | n — 1. Z toho specidlné plyne, Ze multiplikativni mnozina je jednoznacné
urcena svou velikosti.

Cviceni. (kvadratické zbytky) Bud F konecné téleso liché charakteristiky s n
prvky. Kolik prvka F* ma v F' druhou odmocninu? Jak se tyto prvky poznaji?

I Fajngmekii mohou multiplikativnim mnozinam ¥ikat podgrupy (multiplikativni) grupy F*. My
tu vSak do grup zabihat nechceme, proto se tomuto — mozna spravnéjsimu — oznaceni vyhneme.
3



KONECNA TELESA A KDE JE NAJIT

Konecna télesa ve volné prirodé

Doposud by si z tohoto prispévku mohl vazeny ¢tenai odnést dojem, ze konecna té-
lesa jsou vlastné jen Z;, a moznd tu a tam néjaky ndhodny exemplai jako ¢tyiprvkové
téleso a ze pro potieby olympiddniho uplatnéni jsou konecéné télesa jen kosmetickou
oméackou k obyc¢ejné modularni aritmetice celych ¢isel. Zde si dovolime drahého cte-
nafe vyvést z téchto hypotetickjch omyli. Na pfednésce bohuzel neni prostor vse,
co zde Tfekneme, podlozit dikazy — laskavy ¢tenar je snazné zaddan, aby to autorovi
odpustil.

Umluva. Kdyz k nééemu piipiseme ,[a]“, znamen4 to ,,piidej o a uzavii na séitani
a nasobeni“. PfipiSeme-li ,,/(m)“, znamend to ,divej se modulo m*“. V tomto znaceni
tedy napi. C = R[i], F, = Z/(p).

Piiklad. (Gaussovska éisla) Z[i] je obor tvofeny témi komplexnimi ¢éisly a + bi,
kde a,b € Z. S vyuzitim imaginarni jednotky lze na soucin rozlozit i nékterd ¢isla,
u kterych to v Z neslo, napt. 5 = (2+4)(2—14). Modulenim zjistime, Ze mtizeme potkat
staré zndmé v novém hévu, napi. Z[i]/(2 — i) je pétiprvkové téleso, které se nijak
podstatné nelisi od standardniho Z/(5). Podobné se na souc¢in dvou ,Gaussovskych
prvocisel“ rozkladaji vSechna prvocisla p =1 (mod 4) (dikaz je netrividlni).

Naproti tomu prvocisla p = 3 (mod 4) ziistdvaji prvociniteli i v Z[i], takze pfi
moduleni nimi dostaneme télesa s p? prvky. Jelikoz Z bydli uvniti Z[i], i po zmoduleni
budeme mit pfirozené vnofenou kopii F,, = Z/(p) uvniti Z[i]/(p). Alternativné se
na véc taky miizeme divat tak, Ze polynom z? + 1 nemél v FF,, kofen, tak jsme mu
ho pfidali pod jménem i a ziskali tak I, [z].

Poznamejme téz, Zze v Z[i] shodou stastnych okolnosti funguje jednoznacény rozklad
na (Gaussovské) prvocinitele, podobné jako v Z.

Cviceni. Najdéte néjaky primitivni prvek v Z[i]/(3).

Priklad. (zlaty fez a Fibonacciho ¢isla) Oznaéme jako ¢ = # jeden z kofeni
polynomu z2 — x — 1, tzv. zlaty ¥ez. Druhym kofenem je 1 — ¢. Oba kofeny se
hodi k explicitnimu vyjadfeni Fibonacciho éisel (definovanych pomoci Fy = 0, F; =
1, Fhy1 = F, + F,_1), jelikoz F,, = % (™ — (1 — ¢)™). Aritmetické vlastnosti
Fibonacciho éisel proto mtize pomoci osvétlit pohled v Z[p]. Opét plati, ze néktera
prvocisla se najednou daji rozlozit, zatimco jina nikoliv — ta potom modulenim dévaji
p?-prvkova télesa.

Dokonce plati, ze prvocislo p zistavd prvoéinitelem i v Z[p] préavé tehdy, kdyz
polynom z2 —  — 1 nelze nad I, rozlozit na soucin dvou linedrnich polynomt. Proto
napft. Zlp]/(2) = Fap] je ctyiprvkové téleso. KdyZz pojmenujeme tieba a = ¢,
B8 = ¢ + 1, zjistime, Ze se jednd presné o ¢tyiprvkové téleso z piikladu na zacatku
prednasky. Nahodicka, hm?
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Piiklad. (obecnéji) Kdykoliv si vezmeme kofen « ireducibilniho monického poly-
nomu f(z) s celo¢iselnymi koeficienty, miizeme se divat na obor Z[a]. Ten se muze
chovat v mnoha ohledech zradné, napf. v ném casto nebude fungovat jednoznacny
rozklad na prvocinitele, ale kdykoliv si vezmeme prvocislo p takové, ze f(z) zlistava
ireducibilnim i nad F,, pak bude Z[a]/(p) = F,[a] téleso s piee/ prvky.

Uloha 6. Nahlédnéte, e pro prvoéislo p = 3 (mod 4) se Frobenitiv automorfismus
v kone¢ném télese Z[i]/(p) = F,[i] shoduje s komplexnim sdruzenim.

Uloha 7. Bud p # 5 prvodislo. Dokazte, Ze potom p-té Fibonacciho ¢islo dava po
déleni p zbytek +1. Od ¢eho se znaménko odviji?

Uloha 8. Bud p = 3 (mod 4) prvoéislo a necht cel4 ¢isla a, b spliuji a® + b = 1
(mod p). Nahlédnéte, Ze potom lze a + bi modulo p vyjadiit ve tvaru (c+ di)P~! pro
jistd c,d € TFp,.

Uloha 9. Najdéte periodu posloupnosti zbytkii Fibonacciho &sel modulo 127.
(HMMT 2017)

Uloha 10. (té7kd) Bud posloupnost nezédpornych celych ¢isel zaddna pomoci ag =
2 a apy1 = 2a2 — 1. Dokazte, ze kdyZ liché prvoéislo p déli n&jaké a,, pak p = +1
(mod 2"*2). Bonus: na ¢em zavisi znaménko?

Uloha 11. (t&zkd) Je dano pfirozené é&islo k takové, ze p = 4k —1 je prvoéislo. Dale
jsou ddna po dvou nesoudélnd x, y, z tak, ze 22 +y? = z*. Dokazte, Ze p | zy(z? —12).
(PraSe 40-2s-3)

Standardni konstrukce a klasifikace konecnych téles

Zavérem se slusi trochu poodkryt vysokoskolskou oponu a fici, co se tu ,déje doo-
pravdy*.

Cviceni. Dejme tomu, Ze jsme v télese charakteristiky p a podivame se na mnozinu
S vsech kofend polynomu 2 — z. Nahlédnéte, ze S tvoii podtéleso (obsahuje 0, 1,
je uzavfend na zakladni operace a da se v ni délit).

Definice. Bud K téleso a f nekonstantni polynom s koeficienty z K. Téleso L D K
nazveme rozkladovym nadtélesem f nad K, pokud lze f nad L rozlozit na soucin
linearnich polynomt a zaroven pro kofeny ag,...,a, € L polynomu f plati L =
Kloag,. .., ap].

Tvrzeni. Ke kazdému nekonstantnimu polynomu nad télesem existuje rozkladové
nadtéleso a vSechna takova rozkladova nadtélesa jsou si navzajem izomorfni — lisi se
jen tim, ze jim nékdo piejmenoval prvky, ale jejich ,skutecna“ struktura je stejna.
Véta. (velkd) Pro kazdé prvodislo p a piirozené k existuje az na izomorfismus
pravé jedno p*-prvkové téleso: je to rozkladové nadtéleso polynomu 2" — x nad F,
a znacime ho .. Jind konecna télesa neexistuji a plati F e C Fx, pravé kdyz £ | k.
Uloha 12. Uréete, kolik prvkii a télesa Fyio splituje Foio = Fala].
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Navody

1,011 _
1. § + § + 6 == 1.
2. Podminka ekvivalentné ika, ze —1 je 2°-t4 mocnina. Co pak muze byt fad
zékladu této mocniny?

P_1
3. Z;j.
4. Primitivni prvek da geometrickou fadu. Alternativné se i bez primitivniho prvku
déa postupovat primo z dusledku malého Fermata — je to mnohem technictéjsi, ale
taky poucné.

Jak ze se tahle kapitolka jmenuje?
Nezapomen, ze Frobenius funguje dobfe i se s¢itanim.
Pracuj v F,, anebo F,[¢], kde ¢ je zlaty fez. Frobenius pomuze.

Podminka a? + b = 1 uréuje multiplikativn{ mnozinu v F,[i].

© ® o

Ekvivalentné chces najit fad ¢ v kone¢ném télese Z[y]/(127) (ovéf si, ze 22—z —1
skutecne nema kotfen v Fya7). Frobenius je tviij kamarad.

10. ax = % <w2 +w2 ), kde w = 2 + /3. Rozli§ piipady podle toho, zda /3
existuje v Fp. Az ti nékde bude chybét jedna dvojka, uvédom si, Ze w je v piislusném
konecném télese ctverec.

11. S pomoci jednozna¢ného prvociselného rozkladu v Z[z] zjisti, Ze x + yi je k-ta
mocnina. Potom vyuZij toho, Ze i podminka p | zy(z% — y?) uréuje v Fp[i] multipli-
kativni mnozinu.

12. Spocitej, kolik prvkid Faio nelezi v zadném mensim konecéném télese.
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