Konecna télesa

ALEXANDER ,,OLIN“ SLAVIK

ABSTRAKT. Konecna télesa jsou pozoruhodnym zdkoutim abstraktni algebry hned
ze dvou duvodi — kromé toho, Ze pro né plati zajimavé véci, maji i mnoha uplat-
néni v dalsich matematickych oborech i praktickych aplikacich. Prispévek pfiblizuje
konstrukci koneénych téles a uvadi jejich zédkladni vlastnosti.

Algebraicka priprava

Definice. Mnozinu F spolu s binarnimi operacemi + a - a ,vyzna¢nymi“ prvky 0
a 1 nazveme (komutativnim) télesem, pokud pro vSechna z,y, z € F plati nésledujici
vztahy:

(i) $+(y+z) (z+y)+=
(i)
(iii) z+0 ==,
() 2 (y-2) = (z-9) %
(V) 2 y=y-uz,
(vi) z-1=z,
(i) z-(y+2)=z-y+z-z,
(viil) existuje prvek —z € I takovy, ze z + —z =0,
(ix) je-li x # 0, pak existuje prvek =1 € F takovy, ze - o1 = 1.

Reéeno neformélné, prvky z F lze s¢itat, od¢itat, nésobit a délit.

»Kazdodennimi“ priklady téles jsou napf. racionalni, readlna nebo komplexni ¢isla.
Jinym piikladem jsou télesa Z, pro p prvocislo, kde se vSe pocitd modulo p. Jak
uvidime, posledné zminéné struktury budou vychozim bodem pro konstrukci vSech
konecénych téles.

Definice. Polynomem nad télesem F (stupné n € N) nazveme formalni vyraz
ap + a1z + asx® + - - + ana”, kde ag, ..., a, € F. MnoZinu vech polynomi nad F
znac¢ime Flx].

Pozor: polynom pro néas a priori nepredstavuje funkci F — F, jak jsme typicky
zvykli. Napi. v télese Zs se polynomy z a z? jakozto funkce shoduji, chdpeme je
vsak jako rdzné polynomy.
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Polynomy pfirozené umime séitat, odcitat, nasobit, délit se zbytkem a hledat
jejich nejvétsi spolecné délitele (pomoci Euklidova algoritmu). Analogicky k celym
¢islim tedy pro né miizeme zavést uziteény pojem kongruence.

Definice. Nechf f, r, s jsou polynomy nad télesem F. Rekneme, Ze r a s jsou
kongruentni modulo f, pokud f déli jejich rozdil; tuto skute¢nost zapisujeme

r=s. (mod f)

Snadno vypozorujeme, ze kongruence polynomii mé analogické vlastnosti jako
kongruence celych ¢isel. Pripomenme, ze u celych ¢isel mély vyznacné postaveni
kongruence modulo prvocislo, protoze se v nich ,dalo délit“. Pfirozeny protéjsek
prvocisel ve svété polynomu predstavuje nasledujici definice.

Definice. Polynom f € F[z] nazveme ireducibilni, pokud jej nelze zapsat jako
soucin dvou polynomt stupné alespon jedna.

Poznamka. Ireducibilitu polynomu vzdy chédpeme vici konkrétnimu télesu. Napft.
polynom 22 + 1 je v télese redlnych &isel ireducibilni, v komplexnich ¢islech jiz viak
nikoli.

Konstrukce novych téles

Argumenty podobnymi ptipadu celych ¢isel dojdeme k zavéru, Ze v kongruencich
modulo ireducibilni polynom lze vskutku délit (nendsobkem onoho polynomu). Vez-
meme-li tedy libovolné téleso a ireducibilni polynom f nad nim, ziskdme nové téleso
jednoduse tak, ze budeme pocitat s polynomy modulo f (postup je analogicky k se-
strojeni téles Z,).

Pro ptehlednost budeme proménnou ,skuteénych“ polynomil znacit z, zatimco
proménnou polynomu chapanych jako prvky télesa a.

Piiklad. Polynom 2+ x+1 je ireducibilni nad Z, (jak se snadno ovéii). Jak bude
fungovat téleso sestrojené dle vyse naznaceného postupu?

Piedné si uvédomme, zZe stejné jako ndm v piipadé Z, staci pocitat s cisly
0,...,p—1 (zbytky modulo p), bude ndm v tomto pfipadé stacit s polynomy stupné
nejvyse jedna. V souladu s vyse uvedenou konvenci tedy ptijde o prvky 0, 1, a a
a+ 1.

Pro nazornost vynasobme dva prvky — napi. o a o + 1. Mame

a-(a+l)=a’+a=(*+a+1)+1=1. (moda®+a+1)
Takto vytvoiené téleso budeme znacit Zs[a]/(a® + a + 1).

Vlastnosti konecnych téles

Podivejme se blize, jaké specialni vlastnosti konecna télesa maji.
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Véta. (Weddenburn) VSechna konecnd télesa jsou automaticky komutativni, t. j.
Ize pro né vynechat bod (v) z definice télesa.

Poznamka. Prikladem nekone¢ného nekomutativniho télesa je napi. ,téleso* kva-
ternionti.

Véta. Konecné téleso velikosti (poc¢tu prvki) ¢ existuje pravé tehdy, kdyz t = p"
pro néjaké prvocislo p a prirozené c¢islo n. Navic jsou vSechna konecna télesa o téze
velikosti isomorfni;! ,to jediné“ téleso o velikosti t zna¢ime GF(t). Kazdé takové
téleso Ize navic sestrojit jako Z,lal/(f), kde f € Z,[a] je libovolny ireducibilni

polynom stupné n.

Véta. Pro kazdé konecné téleso existuje primitivni prvek, tedy takovy prvek, jehoz
mocnénim ziskdme vsechny nenulové prvky télesa.

P¥iklad. Primitivnim prvkem ve vyse zmifovaném télese Zo[a]/(a® + a + 1) je
napi. o, protoze e’ =a+laa’=a’+a=1.

Véta. Kazdé téleso GF(p™) m4 jako podtélesa vSechna GF(p™) pro m | n.

IDv& télesa jsou isomorfni, pokud mezi nimi existuje bijekce ¢, ktera spliuje p(0) = 0, (1) = 1,
plz+y) = p(x)+e(y) ap(z-y) = p(z) »(y). Jinak Feceno, jsou ,z algebraického pohledu stejna“.
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