Komplexni prednaska

JAN KADLEC

ABSTRAKT. Tato komplexni pfednéska se pokusi co nejjednodussim zptisobem podat
komplexni c¢isla — Fict, co to je a odkud se to vzalo, a z celkem jednoduchych véci do-
stat vSe potfebné. Ukazeme si, Ze na znamém a pro prvoposluchace tézko stravitelném
faktu 2 = —1 neni vlastné nic zvlastniho a je to jen jednoduchéd geometrie, respek-
tive otoCeni. Propojime svét geometrie a algebry, a dostaneme tak oba zakladni tvary
komplexnich ¢isel. Ke konci prvni ¢asti se mozné dostaneme i k tfetimu, exponenci-
alnimu, tvaru a nasi komplexni pfednasku timto komplexné uzavieme. V druhé ¢asti
dokoncime, co jsme nestihli a pojedeme dale, tieba i do svéta reédnéhe komplexniho
vstiic fyzice ¢ kvantovce ;-).

Motivace

V davnych dobéach Pythagorejcii znamenala prepona v rovnoramenném pravothlém
jednotkovém trojuhelniku katastrofu. Tedy ptesnéji jeji délka, nebof /2 nebylo
mozno zapsat jako podil dvou prirozenych ¢isel. Problém se povedlo vyfesit az o par
staleti pozdéji rozsifenim ¢isel o mnozinu iracionalnich a vytvofenim ¢isel realnych,
R. Podobny problém nastal s odmocninou ze zaporného cisla. Tieba vyftesit jed-
noduchou rovnici 2 + 1 = 0 nebylo v R mozné. Pomohlo az zavedeni komplexni
jednotky, i, a vznik mnoziny komplexnich ¢isel, C. Pojdme nyni udélat totéz.
Umluva. Dale v tomto textu pFedpokladame, Ze a, b, ¢ a d jsou realna &isla, u, w
a z jsou cisla komplexni a n je ¢islo prirozené.
Definice. (Komplexni jednotka) Komplezni jednotka, i, je takové ¢islo, pro které
plati i2 = —1.
Definice. (Komplexni éislo) Kazdé ¢islo z, které lze zapsat ve tvaru z = a + bi,
nazveme cislem komplexnim, a nazveme redlnou c¢dsti komplexniho ¢isla a b nazveme
jeho imagindrni cdsti.

Sc¢itani a nasobeni funguje stejné jako v redlnych ¢islech, tj.

(@) (a+bi)+ (c+di)=(a+c)+i(b+d)

(I1) (a+bi) - (¢ + di) = (ac — bd) + i(bc + ad)
Cviceni.

(1) Dokaz (II).
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(2) Ukaz, ze plati vSechny nésledujici vztahy znamé z R:

a) w+ (u+2) = (w+u)+z,
b) w(uz) = (wu)z,

c) w(u+ z) =wu+ wz,

d) w+0=wawl=uw.

& { % ¢, a+ib _ actbd sbc—ad 3 ¢
(3) (Déleni) Ukaz, ze plati: &7 = &7 +igrgr. Zkus to vynésobenim obou

stran vyrazem (c + id) (nebo snad (¢ — id)?).

Priklad 1. Dokazte, Ze pro libovolnd komplexni éisla a, b, ¢, d, e, f plati

a(b(c(d(ef)))) = ((((ab)c)d)e) .

(MKS 19-7-1)
Prvni dostavenicko s komplexy — rovnice
Véta. (Zakladni véta algebry) Kazdy nekonstantni polynom nad komplexnimi ¢éisly
ma koren.
Véta. (Trochu jinak) Kazdy polynom stupné n ma v C pravé n kofenii/FeSeni.
Priklad 2. (Néavrat k motivaci) Vyie§ rovnici 22 +1=0v C.
Piiklad 3. (Kvadratickd rovnice) Vyfes rovnici 2% + 2z +5=0v C.

Cviéeni. Odvod Vietovy vztahy pro komplexni ¢isla. Vyjdi z feseni kvadratické
rovnice.

Piiklad 4. Necht a,b jsou redlné parametry. Najdi vSechna (komplexni) Feseni
rovnice 2 + (2a + 2b)x3 + (3 + 4ab)z® + (4a + 2b)z + 2 = 0. (MKS 19-7-5)

Rovina pana Wessla, Arganda, Warrena, Gausse, jesté na nékoho jsem zapomnél?

Vsichni tito panové prisli se skvélym vynélezem, s komplexni rovinou. Méjme vodo-
rovnou, realnou, osu x, na kterou budeme vynaset redlnou ¢ast komplexniho ¢isla, a
k ni kolmou, komplexni osu y, na kterou budeme vynaset imaginarni ¢ast. Pak bude
¢islo z = a + bi reprezentovano bodem (z,y) v této roviné (viz obrazek). Pro pfipad
b = 0 dostavame pouze realnou osu, tedy ryze redlnd cisla, pro a = 0 pro zménu
¢isla ryze komplexns.
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A hura na geometrii. Pfedtim jesté rychla tloha.

Uloha. Nechtf a,b jsou komplexni &isla takové, ze |a| = |b] = 1. Uréi hodnotu
virazu |a — b]> + |a + b|°. (MKS 23-7-1)
Cmarénitko

Magie pomalu pfichazi. Pti geometrickém zobrazeni komplexnich ¢isel se nam ze s¢i-
tani stane s¢itani vektori, tedy vznikne ndm rovnobéznik, a z nadsobeni ndm vzniknou
dva podobné trojuhelniky (viz obrazek).
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Co vice, s¢itani je nyni jen ouhé“ posunuti, bez rotace a bez skalovani. A co se
’ 9 ’
stalo s nasobenim?

Zkusme nyni prejit k jingm soufadnicim, t¥eba polarnim.

Poznamka. Uhel ¥ € (0,27) miiZe byt libovolné zvétsen & zmensen o 27 a dosta-
neme se na totéz misto. To nAm mozna nyni prekazi, ale je to vlastnost v pokrocilejsi
matematice velmi vyuzivana.

Poznamka. (Vyukovd) V textu budu pouzivat hodné wsmenek z Fecké abecedy,
protoze jako maly matematik jsem se tak pasivné naucil feckou abecedu a to se mi
pak nejen v Recku celkem hodilo (a vdm by se to taky hodit mohlo) ;-).
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Definice. (Parametry) Vzdélenost bodu v komplexni roviné od pocatku soufad-
ného systému budeme znacit r a plati, Ze r = |z| = Va? 4+ b? (Pythagorova véta),
kde |z| budeme nazjvat absolutni hodnotou komplexniho ¢isla z. Déale ozna¢me ¥
thel, ktery svird dany vektor odpovidajici bodu z s redlnou osou x méfeno proti
sméru hodinovych rucicek.

Pak
r = rcosd,

y =rsind.

Geometricky tvar komplexniho ¢isla uz je prede dvefmi. Sta¢i dat vSe dohromady
a dostavame druhé vyjadieni komplexniho disla.

Definice. (Goniometricky tvar) Kazdé komplexni &islo z = a + bi 1ze zapsat ve
tvaru z = |z|(cos ¥ + isind), kde |z| = Va? + b? je absolutni hodnota komplexniho
isla a ¢islo ¢ z rozmezi [0, 27) nazyvame jeho argumentem.

Poznamka. Prevod ¢isel mezi tvary se déje pfes Gpravu vyse zminénych rovnic,
tedy: cosd = ﬁ,sinz? = %.

Priklad 5. Najdi viechna z € C, pro kterd [z| =1 a |22 + 2+ 1| = 1.
(MKS 19-7-3)

riklad 6. okaz vztah sin“ & 4+ cos* & = 1.
Priklad DokaZ h sin? ¢ 2¢=1

Priklad 7. Najdi pfirozené ¢islo n, pro které plati arctg% + arctg% + arctg% +
arctg L = 7. (Néboj 2008, Uloha 44)

Exponencialni tvar

P1i nasobeni komplexnich ¢isel v goniometrickém tvaru jsme prevedli nasobeni na
séitani (vyndsobili jsme absolutni hodnoty a secetli argumenty). To je podobny po-
stup jako pfi pouziti logaritmu ¢i exponencidly (log(ab) = log(a) + log(b)). Po kom-
plexni exponenciile tedy budeme vyzadovat, aby a¥*? = a® -a® pro a # 0. Problém
nastava s nejednoznacnosti feseni, jak jsme si ukazali vyse, je zde mnoho feSeni. Za-
vedenim zékladu e se vyhneme této nejednoznacnosti, pro¢ a jak to funguje dalece
presahuje ramec a smysl této prednasky. Komplexni exponencidla je definovana jako
e’ = ZZOZO 2—7: Bez diikazu uvedeme i dalsi dilezitou vlastnost a to tu, Ze pro libo-
volné komplexni w # 0 existuje takové z, ze w = e*, neboli mame inverzni funkci,
komplexni logaritmus. Libovolné ¢islo z lze pfevést na tvar z = log(r) + i, tedy
poté w = e* = elos(M+i — plog(r)eid — e Podivame-li se na predchozi vyjadieni
v polarnich soufadnicich a na jednotkovou kruznici, dostavame:

Tvrzeni. (Eulerova formule) e’ = cos®d) + isin.
A to uz je jen kousek ke znamé vété, kterou si miizes jako cviceni dokézat ;-).
Véta. (Moivreova) Pro ¢ a celé ¢islo n plati nasledujici rovnost:

(re"?)™ = (r(cos ¢ + isin )" = r"(cos ny + isinny) = re"?
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Poznamka. Tato véta se pouZiva pro vypocet mocnin i odmocnin komplexnich
&isel. Pozor, odmocniny nejsou jednoznacné! /2 je vlastné feseni rovnice " —z = 0
a polynom n-tého stupné mize mit (a v tomto pfipadé pro z # 0 ma) n riznjych
komplexnich kofentl.

Uloha. (Rozehiivaci) Spoéti sin36°. Tj. napis ho jako vyraz, ve kterém se vysky-
tuji pouze Ciselné konstanty, s¢itani, od¢itani, nadsobeni, déleni a odmocniny.

(MKS 21-3-2)

Reseni. Vyuzijeme Moivreovu vétu. Z této véty dostavame, Ze

cos 5z + isinbx = (cosx + isinxz)® =
= cos® z + 5icos? xsinz — 10 cos® z sin® z — 10i cos® z sin®

+ 5coszsin® x + isin® z.

Porovnanim imaginarnich &sti predchoziho vyrazu a dosazenim 1 — sin®z za
cos? & dostéavame vzorec sin 5z = 16sin® x — 20sin® z + 5sinz.
Dosadme x = 36° a oznaéme si y = sin z. Dostdvame rovnici 163° —20y3 +5y = 0

s kofeny y1 = 0, Y2345 = :l:% % Hledana hodnota je 0 < sin36° < g =

sin45°, a tak sin36° = /555

Priklad 8. Ur¢i v C hodnotu vyrazu v/—1.

Priklad 9. (Binomick4 véta) Res v C rovnici 3 — 8 = 0. Res algebraicky i geo-
metricky. ReSeni zanes do roviny.

Ptiklad 10. (Binomick4 véta podruhé) Re§ v C rovnici az™ — b = 0. Res alge-
braicky i geometricky. Reseni zanes do roviny.

Piiklad 11. Res v C rovnici 22 —1022+10z—9 = 0. Res$ algebraicky i geometricky.
Reseni zanes do roviny.

Uloha. (Soué¢tové vzorce) Pomoci Eulerova (exponencidlniho) tvaru odvod vzorec
pro cos 2.
Reseni. Dosadme do defini¢niho vztahu: €?® = cos2a + isin2a. Déle plati, ze
€2 = (')? = (cosa + isina)? = cos? o — sin® a + 2isin a cos a. Tyto dva vyrazy
se rovnaji a pro rovnost komplexnich ¢isel plati, Ze jsou si rovny, pravé kdyz se
rovnaji jejich redlné a jejich imaginarni casti. Tedy

cos 2a = cos’a — sin® a

sin 2a = 2 sin « cos .

Cviceni. (Dalsi sou¢tové vzorce) Odvod souctové vzorce pro vyrazy cos(a + ),
sin(a + 3), cos(a — ).
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Piiklady

Priklad 12. (i pro --mocné) Spocti i’
Piiklad 13. (i pro m-mocné) Spodéti e2™
Pi#iklad 14. (Eulerova formule) Dokaz e™ + 1 = 0.

Priklad 15. (Magnetické kvantové ¢islo) Pri feSeni jednoduchého ptikladu z kvan-
tovky se pro rotujici ¢astici vyroji nasledujici rovnice e*™2™ = 1. Jaké je jeji feseni?
Pfipomind ti vysledek néco z chemie?

Priklad 16. (Dalsi vzorecky) Odvod vzorec pro cos3(¢.

Piiklad 17. (Vektory) Najdi Sest (tfi dvojice) na sebe kolmych, jednotkovych
vektort dimenze dva.

Pfiklad 18. (Pro drsiidky) Uprav na co nejjednodussi tvar vyraz

() e ) o))

kde |z| znadi dolni celou éast x, tj. nejvétsi celé ¢islo takové, které je mensi nebo

rovno . (MKS 23-7-8)
Navody

1. Vyuzij bod 2b) ze cviceni.

3. Cislo —16 lze zapsat jako 1672

3. Vietovy vztahy jsou: 1 + 22 = —b , T1 T =+

5. Vyuzij goniometrického tvaru, nechces—h Fesit Fesit polynom ¢tvrtého stupné ;-).
6. Vyuzij jednotkové kruznice a Pythagorovy véty.

7. Mize se hodit, ze pro komplexni ¢isla v roviné plati arctg £ = 9, kde ¢ je tihel

od osy z. Déle to zkus prepsat do soucinu cisel v gonlometrlckem tvaru.
8. Vyuzij Moivreovu vétu pro mocninu 5.

11. Pomoci mtize sou¢inovy tvar (z — 9)(2? —x + 1) = 0.

12. Vyuzij e?1o8(),

14. Vyuzij exponencidlni tvar a goniometricky tvar nebo vysledek pfedchoziho
prikladu.

16. A co tfeba rozlozit €3*¢? (Nebo jsem chtél poradit (e¢)3? Ach ta skleréza...)

17. Dva vektory jsou kolmé <= je jejich skalarni soucin roven 0. Dobry zacatek
jsou vektory (1,0),(0,1).



JAN KADLEC

18. Nejprve zacit kombinatorickou tvahou a pak vyuzit vSe z komplexnich ¢isel.
Je to dlooooouhé.
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