Komplexni Cisla geometricky

MIREK OLSAK

ABSTRAKT. Prispévek zavadi komplexni &isla jakozto vektory v roviné a na zakladé
této definice objevuje jejich vlastnosti. Dale ukazuje souvislosti se spiralni podobnosti.

Zavedeni komplexnich cisel

Definice. Mg¢jme rovinu a v ni danou osu realnych ¢isel. Této roviné budeme fi-
kat komplexni rovina, jeji body budeme nazyvat komplexni ¢isla. Bodu 0 na realné
ose fikame pocdatek a komplexni ¢isla ztotoznujeme s vektory spojujicimi pocatek a
prislusné komplexni ¢islo jakozto bod v roviné.

Definice. Soucet komplexnich ¢isel definujeme jako soucet prislusnych vektort.
Dale definujeme soucin komplexnich ¢isel jako takovy vektor, ktery ma délku rovnu
soucinu délek jednotlivych ¢initell a svird s kladnou realnou polopfimkou tthel rovny
souctu orientovanych tthld jednotlivych ¢initeld.

a+b

Pozorovani. Operace na komplexnich ¢islech spliuji o¢ekavané vlastnosti.
(i) Na realné ose funguji jako bézné s¢itani a nasobeni.
(ii) Pri s¢itani nezalezi na pofadi s¢itanct.
(iii) Pfi ndsobeni nezalezi na pofadi ¢initelu.
(iv) Funguje rozndsobovéni, tedy a - (b+c¢)=a-b+a-c.
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KOMPLEXNI CISLA GEOMETRICKY
Jak to je s imaginarni jednotkou?

Pozorovani. Existuji pravé 2 komplexni ¢isla, jejichz druha mocnina je rovna —1.

Definice. Tomu &islu z pfedchoziho pozorovani, které lezi nad reidlnou osou', bu-
deme tikat imagindrni jednotka. Znacime ji i.

Pozorovani. Kazdé komplexni ¢islo se da jednoznacné napsat ve tvaru x + iy, kde
z,y € R.

Dusledek. (Pythagorova véta) Pro pravothly trojihelnik s odvésnami délek a, b
a pieponou délky c plati a® + b% = 2.

Ndvod. Spoctéte dvéma zpusoby (a + ib)(a — ib).

Dusledek. (sou¢tové vzorce) Pro uhly «, [ plati vztahy mezi goniometrickymi
funkcemi

cos(a + () = cos() cos(B) — sin(a) sin(B),
sin(a + ) = cos(a) sin(B) + sin(«) cos().

Ndvod. Spoététe dvéma zpusoby (cosa + isina)(cos 8 + isin §).

Y4

Pramérovani

Pozorovani. Vazeny aritmeticky pramér linedrnich funkci je linedrni funkce.
Toto pozorovani mizeme geometricky preformulovat.

Dusledek. Mame-li v roviné piimo podobné objekty, pak jejich aritmetickym prii-
mérem bude opét objekt podobny puvodnim.

Jako konkrétni priklad uvedeme:

Piiklad. V roviné jsou étverce ABCD, A’B'C’'D’, oba znacené po sméru hodino-
vych rucicek. Pak stiedy useéek AA’, BB', CC’, DD’ tvoii ¢tverec.

V tlohédch ovSem muZe byt toto pozorovani ponékud schované. :-)

Uloha. (van Aubelova véta) Strandam AB, BC, CD, DA é&tyfuhelnika ABCD
z vnéjsku pripiseme ctverce a jejich stiedy oznacime postupné U, V, X, Y. Ukazte,
ze tsecky UX a VY jsou na sebe kolmé a jsou stejné dlouhé.

Uloha. (Napoleonova véta) Strandm AB, BC, CA z vnéjsku piipiseme rovno-

trojuhelnik.

10no je popravdé jedno, které i-¢ko bereme, ale to nad osou je standardni.
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Uloha. Mgéjme v roviné body A a B a uvazme jednu ze dvou polorovin s hrani¢ni
pfimkou AB. Pro kazdy bod C ze zvolené poloroviny sestrojme vné trojihelniku
ABC' ¢étverce ACDcEc a CBFoGe. Dokaite, Ze se vSechny pfimky EcFe (hy-
beme-li s bodem C) protinaji v jednom bodé. (MKS 29-4-5)

Uloha. Uhlopficky tétivového ¢tyithelniku ABCD se protnou v P. Déle ozna¢me
@, R kolmé projekce bodu P postupné na strany AB, C'D a jesté K, L postupné
stiedy usecek BC, DA. Dokazte, ze ¢tyithelnik QK RL je drak (tedy |KQ| = |KR|
a |LQ| = |LR]).

Uloha. Je dan konvexni étyfthelnik PIV O. Osy stran PI a VO se protinaji v bodé
Y. Probod X uvnit¥ PIVO plati |[<XVI| = |[<XOP| < 90°a|<XIV|=|<XPO| <
90°. Ukazte, ze |[<VYO| =2 |<XIV]. (MKS 26—-6-8, IMO Shortlist 2000)
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