Kombinatorické metody v geometrii
' Pavel Podbrdsky

Uvod

V této prednasce se budeme zabyvat kombinatorickymi vlastnostmi geometrickych
objektl. Vétsinou tedy budeme dokazovat véty typu ,,Za jistych okolnosti se dané ob-
jekty uz nutné musi protinat“, a pod. To koneckoncii uvidime béhem vykladu. V celé
prednésce se budeme pohybovat v ramci d-rozmérnych (eukleidovskych) prostort; pro
nézornou predstavu vSak vysta¢ime s rovinou, éi (tfi-rozmérnym) prostorem.

Zakladni definice a pojmy

Definice. (Eukleidovsky prostor)  Fukleidovskym prostorem dimenze d (d € Ng) bu-
deme rozumét mnozinu R® vsech usporddanych d-tic (z1,x2,...,x4) redlnych éisel
(v pfipadé d = 0 tim rozumime jednoprvkovou mnozinu). Prvky eukleidovského pro-
storu budeme nazyvat body. Na této mnoziné mame dano scitani, ndsobeni redlnym
¢islem (oboji po slozkach). Umime tu také mérit vzddlenosti a dhly. (VSe si mizeme
nézorné predstavit na pfipadu d < 3.)

Definice. (Afinni podprostory)  Necht je ddn d-rozmérny eukleidovsky prostor. Jeho
linedrnim podprostorem rozumime libovolnou mnozinu, ktera obsahuje pocatek (tj.
bod (0,0,...,0)) a je uzavfend na séitani a ndsobeni redlnym dislem. Dimenzi line-
drniho podprostoru rozumime jeho dimenzi ve smyslu vektorového prostoru (staci,
kdyz to budeme chépat intuitivné). Afinnim podprostorem rozumime mnozinu tvaru
a+ L, kde a € RY a L je linearni podprostor RY. Jeho dimenzi rozumime dimenzi
prislusného podprostoru L.

Kazdy bod v R? Ize zdroven chéapat jako 0-dimenzionalni afinni podprostor. Jed-
nodimenzionalni podprostory nazyvame primky, dvojdimenzionalni roviny. Nadrovi-
nou rozumime d — 1-dimenzionalni podprostor.

Definice. (Afinni kombinace) Méjme body T1,T2,...,Tn € ]Rd Jejich afinni kombi-

naci rozumime kazdy bod x tvaru x = E o;T;, kdea; ER a Z a; = 1 (napf. afinni
i=1
kombinaci dvou riznych bodi lze dostat presné body primky prochazejici témito

body). Rekneme, #e body x1,22,...,Tn jsou afinné zdvislé, pokud néktery z bodi
Ize dostat jako afinni kombinaci ostatnich.
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Poznamka. Kazdych d + 2 bodt v R? je afinné zavisljch.

Definice. (Konvexni kombinace)  Méjme body T1,22,...,&n € RY. Jejich konvexni

kombinaci rozumime kazdy bod x tvaru x = Z o;z;, kde a; >0 a Z a; = 1 (napf.
i=1 i=1
konvexni kombinaci dvou ruznych bodu Ize dostat pifesné body usecky spojujici tyto

body). Rekneme, #e body =1, T2, ..., Tn jsou konvexné zdvislé, pokud néktery z bodi
Ize dostat jako konvexni kombinaci ostatnich.

Definice. (Konvexni mno%ina) Rekneme, %e mnoZina M C R¢ je konvexni, pokud
s kazdymi dvéma body x,y € M obsahuje i celou tisecku spojujici x a y. Jinymi slovy,
jsou-liz,y € M a X € (0,1), takidx+ (1— Ny e M.

Definice. (Konvexni obal)  Necht M C R%. Konveznim obalem mnoziny M rozu-
mime nejmensi konvexni mnozinu, ktera obsahuje M. Je to tedy prinik vsech kon-
vexnich nadmnozin M. Lze ji také charakterizovat, jako mnozinu vsech konvexnich
kombinaci bodti z mnoziny M. Znac¢ime symbolem conv(M).

Definice. (Uzaviené, oteviené a kompaktni mnoziny)  Uzavfenou mnozinou budeme
rozumét kazdou mnozinu F, pro kterou plati: Jsou-li xp, € F a x = limxy, pak
x € F. Staci, kdyz tento pojem budeme chépat intuitivné. Typicky je to mnozZina,
ktera obsahuje vSechny své , hrani¢ni“ body. Priklady uvidime na piednasce.

Otevrenou mnozinou rozumime doplnék uzaviené mnoziny. Kompaktni mnozinou
rozumime kazdou uzavienou a omezenou mnozinu.

To zajimavé — véty a tvrzeni

Véta. (O oddélitelnosti)  Méjme dvé kompaktni konvexni podmnoziny My, Ma C
]Rd, které se neprotinaji. Pak existuje nadrovina H C Rd, kterd je (striktné) oddé-
luje. Tj. mnoziny M; a My lezi v opac¢nych (otevienych) poloprostorech urc¢enych
nadrovinou H.

Véta. (Radonovo lemma)  Méjme mnozinu A C RY obsahujici d + 2 bodii. Pak
mnozinu A Ize rozdélit na dvé disjunktni podmnoziny A; a Ag tak, ze conv(Aj) N
conv(Ag) je neprdzdna. Kazdy bod x € conv(Aj) Nconv(Asz) se nazyvd Radoniv bod
mnoziny A.

Véta. (Caratheodoryova) —Necht M C RY. Pak kazdy bod x € conv(M) lze dostat
jako konvexni kombinaci nejvyse d + 1 bodi mnoziny M.
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Hellyho véta

Véta. (Hellyho — kone¢nd verze)  Necht C1,Ca,...,Cn C R n>d+1 je kone¢ny
systém konvexnich mnozin takovy, ze libovolnych d + 1 z nich ma neprazdny priinik.
Pak

n

() Ci #0.

=1

Véta. (Hellyho — nekoneénd verze) Necht Co,a € A je (libovolné Velky2) systém
kompaktnich konvexnich mnozin v R4 takovy, ze kazdych d+ 1 z nich ma neprazdny
prinik. Pak

[ Ca #0.

a€EA

Brouwerova véta

Tato véta vlastné do kombinatorické geometrie nepatii; patii spise do oblasti topologie
a ma spoustu zajimavych aplikaci. Pro nas je na ni zajimavé, ze lze dokazat pomoci
elementarnich kombinatorickych metod.

Véta. (Brouwerova) Necht B je uzaviena jednotkova koule v R? a f : B — B
spojité zobrazeni. Pak f ma pevny bod, tj. existuje FeSeni rovnice

fz) ==

Poznamka. V této vété lze uzavienou kouli B zaménit za néco ,podobného kouli“,
napf. uzavienou krychli, simplex, ¢i libovolnou kompaktni konvexni mnozinu.

Pro dukaz této véty se ndm bude hodit nasledujici (¢isté kombinatorické) lemma:

Véta. (Spernerovo lemma — rovinnd verze)  Nakresleme do roviny velky trojihelnik
A1A9A3 a rozdélme jej libovolné na konecny pocet mensich trojahelnicku; zadny
trojiithelni¢ek nesmi mit vrchol uvnitf strany jiného trojihelnicku. Priradme kazdému
vrcholu v obrazku néjaké z cisel 1,2,3 tak, ze vrchol A; bude oznacen c¢islem i, i =
1,2,3 a na strané A;A; budou pouzita pouze Cisla i a j. Mimo tato pravidla je
ocislovani naprosto libovolné.

Pak na obrazku existuje trojihelni¢ek (tj. trojuhelnik, ktery jiz neni rozdélen),
jehoz vrcholy jsou ocislovany cisly 1,2, 3.

2Mnozin musi byt vak alespoii d + 1.
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To nejzajimavéjsi — priklady

(1)

()

(10)

Pas $itky w je ¢ast roviny ohrani¢end dvéma rovnobéznymi pfimkami se vzdéle-

ze kompaktni konvexni mnozina Sitky 1 obsahuje tisecku délky 1 v kazdém sméru.

Dokazte, ze ma-li prinik kazdé trojice ze souboru {C1, Ca, ..., Cy} kompaktnich

n

konvexnich mnozin §itku alespoii 1, pak i mnozina (] C; m4 Sitku alespon 1.
i=1

Jestlize priinik kazdych 4 z konvexnich mnozin Cy,Cs,...,Cn C R? (n > 4)

obsahuje néjakou poloptfimku, pak také prinik vsech obsahuje polopfimku. Do-

kazte.

Dokazte, Ze jsou-li body mnoziny A z Radonova lemmatu v obecné poloze (tj.

kazdych d + 1 z nich je afinné nezavislych), pak existuje pravé jeden Radontv

bod mnoziny A.

Jaké jsou mozné priniky dvou (dvoudimenzionalnich) rovin v R*? J aky je ,ty-

picky pripad“. Jak je to v pfipadé dvou nadrovin? Zkuste se zamyslet nad pfi-

padem k a [-dimenzionalnich afinnich podprostora R

Bud C c R? kompaktni konvexni mnozina, bud p € C. Dokajte, Ze existuje

pfimka [ prochazejici bodem p takova, ze tisecka [N C' je nejdelsi ze vsech tsecek

obsazenych v C' a rovnobéznych s [.

Budte X,Y C R? koneéné mnoziny bodtl, pfedpoklddejme, Ze pro kazdou 4-

prvkovou podmnozinu S C X UY lze mnoziny SN X a SNY (striktng) oddélit

pfimkou. Dokazte, Ze mnoziny X a Y lze (striktné) oddsélit pfimkou.

Méjme mnozinu bodt v roviné takovou, ze kazdé tii z nich lezi v néjakém uza-

vieném kruhu s jednotkovym polomérem. Dokazte, ze vSechny dané body lezi ve

spole¢ném uzavieném kruhu s jednotkovym polomeérem.

Necht A ¢ R? je kone¢nd mnozina bodu. Dokazte, Ze existuje centrum mnoziny

A, tj. takovy bod = € RY, ze kazdy uzavieny poloprostor, jehoZ hranice prochéazi

x obsahuje alespon # |A| bodt z mnozZiny A.

Pokuste se zformulovat a dokdzat obecnou verzi Spernerova lemmatu.
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