Kombinatorické identity
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ABSTRAKT. Téato prednaska predvadza zékladné kombinatorické metédy dokazova-
nia. V prvej Casti je kazda technika stru¢ne popisanéd a doplnend jednoduchym riese-
nym prikladom, druht éast poskytuje Citatelovi zbierku cvi¢eni na aplikovanie uvede-
nych spésobov.

Uvod

Pocas tejto prednasky si ukdZeme netradiéné sposoby, ako dokézat zndme alebo aj
nezndme rovnosti. Pri tom budeme vyuzivat hlavne kombinatorické reprezentécie,
ale obéas si pomoZzeme aj beznejsimi dokazovacimi metédami. Dalej si predvedieme
dasto pouzivané pocitanie dvoma sposobmi a vyskuSame si ho aplikovat v réznych
pripadoch. Na zaver nebude chybat viacero prikladov, kde si predvedené techniky
dostato¢ne precvic¢ime.

Zakladné znalosti

Na zaciatok si pripomerime niektoré definicie a jednoduchsie rovnosti:

g

Definicia. Kombinacné cislo (Z) mozeme definovat dvoma rovnocennymi spo-

sobmi:

(1) algebraicky pomocou vyrazu (Z) = ﬁlk),,

(2) kombinatoricky ako pocet v8etkych k-prvkovych podmnozin n-prvkovej mno-
Ziny.

Tvrdenie. (Binomicka veta) Pre lubovolné a,b an € N plati

n_ (T n Y\ n-1 n n o_ - N\ p—izi
(a+0b) —(0>a +(1>a b+ +(n>b 4=O(i)a b

i
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KOMBINATORICKE IDENTITY

Tvrdenie. Pre kombinacné ¢isla platia nasledujuce identity:

(6)=(2)=» (1) ="
W(r)=Gr) 0 -G

Kombinatorické dokazy

V tejto Gasti si ukézeme niekolko trikov, ako si vyrazne ulahéit dokazovanie dane;
identity:

(1)

Metdéda bijekcie: ak méame dve koneéné mnoziny A, B a mame dokdzat, ze
maji rovnako vela prvkov, mozeme najst bijekciu, ktora jednoznacne preve-
die prvky mnoziny A do mnoziny B.

Priklad. Dokézte:
ny n
k) \n—-k/)

Riesenie. Chceme néjst funkciu, ktord kazda k-prvkovi podmnozinu jedno-
znaéne zobrazi na nejakt (n — k)-prvkovii podmnozinu. Toto spliia napriklad
f(A) =M\ Apre ACM, |A| =k. O

Metdda zoznamu je zaloZend na tom, ze si vSetky prvky systematicky za-
piSeme do urcitého zoznamu, ktory nasledne vhodne rozdelime do skupin.
Spocitanim cez tieto skupiny dostaneme pozadovany vysledok.

Priklad. Dokézte:
n—+1 n
(k+1)(k'+1) = (n—l—l)(k)

RieSenie. TLava strana predstavuje pocet prvkov vo vSetkych (k -+ 1)-prvko-
vych podmozinich (n + 1)-prvkovej mnoZiny. Vpravo si naopak vyjadrime,
v kolkych takych podmnozinidch sa nachédza jeden zvoleny prvok m € M.
Sc¢itanim cez vsetky prvky dostdvame platnost zadanej rovnosti. O

Dalsou pouzivanou metddou je rozklad do tried, kde danti mnozinu rozde-
lime do niekolkych disjunktnych tried, ktorych velkost uréime jednoduchsie.
Nasledne s vyuzitim bijekcie a pravidla saétu uréime aj velkost povodnej
mnoziny.
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Priklad. Dokézte:
n n n—+1
+ = .
1)+ (1) =)

RieSenie. UvaZujme mnoZinu M = {mg,m1,...,m,} a nech S obsahuje
< . .. . _ n+l
vSetky (k + 1)-prvkové podmnoziny M. Zjavne |S| = (ZH).

Ked ale vyberieme do S; tie podmnoziny, ktoré obsahuju prvok myg, a do
Sy tie, ktoré ho neosahuju, musi platit [S1| + |S2| = |S]. Pri tom ale nie je
zlozité ukézat, ze |S1| = () a [S2| = (,};). Dosadenim do predchadzajucej
rovnosti dostdveme vyraz v zadani. O

(4) Pri zdoldvani identit mozeme vyuzit aj metédu ndpisov, kde sa snazime
pomocou postupnosti pismen popisat zadané vyrazy.

(5) Na zdver si eSte spomenieme aj metédu ciest v Stvorcovej sieti. Nezndme
vyrazy si reprezentujeme ako pocty ciest v Stvorcovej sieti medzi vrcholmi
A a B. Obcas budeme stavat urcité prekazky alebo naopak kontrolné body,
ktorymi musime vzdy prejst.

Pocitanie dvoma sposobmi

Jednu doleziti dokazovi metédu sme si nespomenuli, aj ked sme ju uz vyuzili. Pri
nej sa snazime na jeden vysledok prist dvoma (alebo aj viacerymi) cestami, pri¢om
medzi vyslednymi vzorcami musi nutne platit rovnost.

Priklad. Dokézte:

zn: (7) 9i = 3",

=0

Riesenie. Algebraicky dokaz je pomerne jednoduchy: staéi dosadit a =1, b =2 do
binomickej vety. My sa ale budeme venovat tomu kombinatorickému.

Majme n-prvkovi mnozinu M, pricom nas zaujima pocet usporiadanych dvojic
(A,B), kde A C B C M. Po zvoleni pevného i mame (?) moznosti pre vyber B,
nésledne 2¢ moznosti pre A. Séitanim cez vietky pristupné hodnoty i dostdvame Tavi
stranu rovnosti.

Pozrime sa teraz, kolko moznosti mame pre Tubovolny prvok m € M: bud m € A,
alebo m € B\ A, alebo m € M \ B. Pretoze umiestnenia jednotlivych prvkov sa
vzajomne neovplyviiuja, spolu dostavame 3" moznych rozdeleni. O

Tato metddu si teraz ¢o najviac precvi¢ime.
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Priklady

Priklad 1.

Priklad 2.

Priklad 3.

Priklad 4.

Priklad 5.

Priklad 6.

Priklad 7.

Priklad 8.

KOMBINATORICKE IDENTITY

Dokéazte pre Iubovolné prirodzené k < r < n:

()G -GG

Dokazte pomocou rozkladu do tried alebo ciest v Stvorcovej sieti:

> (1) -(3)

Dokazte metédou bijekcie alebo vyuzitim néapisov:

(&) () -remr() e
Dokazte:
(1)

() (") e (02
(G-

7

Dokézte:

(3

> i(i — 1) <7Z> = n(n—1)2"2.

Dokézte pre lubovolné k < m s vyuzitim metddy ciest v sieti:
zn: <k+z> <m+n—k—z’—1> B <m+n>
prd k m—k—1 m

Dokéazte pre Iubovolné n < m:

S - ()
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Priklad 9. Vo fronte pred kinom stoji n + m Iudi, pricom n z nich mé péatkorunu
a m desatkorunu. Listok stoji presne 5 kortin a na zaciatku v pokladni nie st Ziadne
peniaze. Pomocou ciest v Stvorcovej sieti uréte, kolkymi sposobmi sa moézu zoradit,
aby nikto nemusel ¢akaf na vydavok, ak Tudi s rovnakou mincou nerozliSujeme.

Priklad 10. Urc¢te hodnotu vyrazu:

2e(i) = (1) <2 () ()

Priklad 11. S vyuzitim metédy ciest v Stvorcovej sieti uréte pocet korektnych
uzatvorkovani s n parmi zatvoriek.
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