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Uvod

Hlavnim cilem této pfednasky bude seznamit posluchace s netradi¢nimi dikazy
znamych i neznamych idetit. Pfedevsim se budeme vénovat kombinatorickym re-
prezentacim, ale ukazeme si i fadu péknych algebraickych. V druhé ¢asti se nauc¢ime
pouzivat metodu zvanou ,,poc¢itani dvéma zpisoby* a predvedeme si fadu aplikaci.
Pokud na konci zbyde ¢as, tak mizeme zabrousit i do velmi slozitych identit.

Co by se jiz hodilo védét

(1) Kombinacni cislo (Z) Ize jednak definovat algebraicky vzorcem (Z) =
= k,(%lk),, ale také kombinatoricky, jakozto pocet vSech k-prvkovych pod-
mnozin n-prvkové mnoziny. Obé tyto definice jsou ekvivalentni.

(2) Binomickd véta tvrdi:

(a+0b)" = ki% <Z>a”kb’“ = (g) a™ + (7;) a" b4+ (Z) b

(3) No a urcité se budou hodit i nékteré zname a lehké identitky:

(0)=() =2 ()=(20)
0G0 =G0) =20 -6)

Kombinatorické diikazy

V této kapitolce si ukazeme, jak lze interpretovat danou identitu tak, aby se poté
jeji dikaz stal hrackou. Nabidnu zde nékolik metod:

Metoda bijekce. Chceme-li ukazat, ze dvé koneéné mnoziny A, B maji stejny
pocet prvki, nalezneme bijekci, kterd jednoznac¢né zobrazuje prvky mnozZiny A na
prvky mnoziny B. Pro nézornost si dokazme identitu:

(1)=(.")
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Jinymi slovy chceme dokazat, Zze pocet k-prvkyovych podmnozin n-prvkové mno-
Ziny M je stejny jako pocet (n — k)-prvkovych podmnozin. Jelikoz ale bijekce
T:A— M\ A pro kazdou A C M dané podminky spliiuje, dané identita plati.

Metoda seznamu spociva ve spocteni poc¢tu vSech prvka ve vhodné usporada-
nych skupinach. Dokazme si napiiklad:

w+1(ZiD:4n+n(@

Cislo (k + 1)(23) udava pocet prvki vsech (k + 1)-prvkovych podmnozin (n +
+ 1)-prvkové mnoziny M. Spoc¢teme-li si pro kazdy prvek m € M v kolika (k +
+ 1)-prvkovych mnozindch se vyskytuje, dostdvame se k ¢islu (Z) Sectenim pres
vS8echny prvky m € M pak dostaneme kyzenou identitu.

Metoda rozkladu do trid je zalozena na rozporcovani mnoziny na nékolik trid

a nasledném vyuziti bijekce a pravidla souctu. Dobfe je to vidét na nésledujicim

dikazu identity:
n n n _(n+ 1
k E+1) \k+1

Nejprve rozdélme vSechny (k + 1)-prvkové podmnoziny dané (n + 1)-prvkové mno-
ziny M = {ag, a1, ...,a,} doskupin S; a Sy tak, ze podmnoZiny z S; vZdy obsahuji
prvek ag, zatimco podmnoziny z Sy prvek ag neobsahuji. Z této reprezentace se
snadno zjisti, ze |S1] = (}) a |Sa2| = ( . Musi ale téz platit |S1| + |S2| = (Zﬁ)
a proto dokazovanad identita plati.

Dale se jesté pouziva metoda ndpisi, ve které se snazime reprezentovat dané
vyrazy posloupnostmi pismen. A nakonec, moje nejmilej$i metoda, metoda cest ve
Ctvercové siti. Zde budeme reprezentovat nezndmé vyrazy jako pocty cest z bodu C
do bodu D, budeme stavét barikddy a prekonavat prikra stoupani, avsak nakonec
zjistime, Ze jsme zase jenom v Pascalové trojuhelniku.

k1)

Pocitani dvojim zptisobem

Pozorny a znaly ctendf si jiz zajisté vSiml, Ze tato metoda byla v pradeslé kapitole
pouzita. Ukazme si proto jeji plnou krasu na nasledujicim dikazu jinak jednoduché

identity:
" /n
2k: n
IIAERS

k=0

(i) Algebraicky dikaz je jednoduchy. Sta¢i dosadit do Binomické véty za a = 1
a b =2 a jsme hotovi.

(ii) Kombinatoricky ditkaz je zajimavéjsi. Vezméme si n-prvkovou mnozinu
M a pocitejme pocet vSech dvojic (A, B) podmnozin M, pro které plati
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A C B. Pro dané k € {0,1,...,n} mizeme vybrat k-prvkovou mnozinu
B celkem (Z)—krét a jeji podnmozinu A celkem 2*-krat. Proto hledany
pocet N vsech dvojic (4, B) je >} _, (Z) 2%, Podivame-li se na mnozinu N
jinak, dostaneme, ze kazdy m prvek mnoziny M musi byt v jedé z mnozin:
m € A,m € B\ A,m € M\ B. Proto pro kazdy m € M mame 3 moZnosti
a celkové tedy 3" moznosti pro vybér (A, B).

Metoda pouzita v predchozim kombinatorickém dtikaze je typicky predstavitel
pocitani dvojim zpusobem. Snazime-li se takto dokazat néjakou identitu, je po-
tfeba si chytfe zvolit vhodnou mnozinu (v nagem piipadé mnozinu N) a pak jesté
mazanéji dvéma zcela odliSnymi zptsoby spocitat pocet jejich prvku.

Piiklady

Priklad 1. Dokazte:

(0 25) o) o) =

Priklad 2. Metodou rozkladu do tiid nebo metodou cest ve ¢tvercové siti do-

kaiite: <Z>2+<T)2+...+<Z>2—<2:)

Priklad 3. Metodou bijekce dokazte:

(-6

Priklad 4. Dokazte:

0+ () () ()

Priklad 5. Metodou napisu dokazte:

m-+n
m-+1

n

> k(k—-1) (Z) =n(n—1)2"2

k=2
Priklad 6. Metodou cest ve ¢tvercové siti dokazte identitu:

m+n " (k+i\/m+n—k—i—1
(") =S () (i) ok

=0
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Priklad 7. Dokazte:

() o)+ ()G ) == (™) = )

Priklad 8. Dokazte:

Literatura

Nejprve bych chtél podékovat Martinu Tancerovi, jehoz prispévek , Pocitani dvo-
jim zpusobem“ se stal predlohou pro tuto prednasku. Naleznete ho na adrese
http://mks.mff.cuni.cz/library/library.php.
[1] Kolektiv: Metody feseni matematickych iloh II, Masarykova Univerzita,
Brno, 1991
[2] Josef Kaucky: Kombinatorické identity, Vydavatelstvo Slovenskej akadé-
mie vied, Bratislava, 1975



