Kombinatoricka geometrie

KUBA SVOBODA

ABSTRAKT. Prispévek pojednava o zdkladnich vétach v kombinatorické geometrii a
jejich rizném pouziti v prikladech.
Kombinatorickd geometrie je hezkd v tom, Ze ackoliv jsou v ni slozité problémy,

jejich formulace je obvykle jednoduché a prirozena. Presto je pro dikazy potieba
zavést formalni definice.

Definice. Bod v R" (n-dimenzionalnim prostoru) je uspofddané n-tice
(al, az, ..., an).

Definice. Mnozina C' C R" je konvexni, pokud pro kazdou dvojici bodu z,y € C
celd tsecka zy lezi v C, tedy pro kazdé ¢t € [0,1] bod t-x+ (1 —t) -y lezi v C. Pro
mnozinu bodi X C R" je conv(X) nejmensi mnozina bodid obsahujici X takova, Ze
je konvexni. Tuto mnozinu nazyvame konverni obal.

Véta. (Radonovo lemma) Necht A je mnozina alespoii d + 2 bodi v R?. Potom
existuji dvé disjunktni podmnoziny A, Ay C A, takové, ze

conv(A;) Nconv(As) # 0.

Véta. (Helly) Necht Cy, Oy, ..., C, jsou konvexni mnoziny v R* an > d + 1.
Pokud je priinik kazdé (d + 1)-tice téchto mnozin neprazdny, potom je priinik vSech
n mnozin neprazdny.

Véta. (Minkowski) Necht A je miizka v IR? a necht C C R? je symetricka konvexni
mnozina s Vol(C) > 24 det(A). Potom C obsahuje bod z A jiny nez 0.

Hellyho véta

Uloha 1. Mgé&jme mnozinu bodt v roviné takovou, 7e kazda trojice téchto bod je
obsazena v kruhu o poloméru jedna. Dokazte, Ze potom vSechny body jsou obsazeny
v kruhu o poloméru jedna.

Uloha 2. V roviné je mnozina obdélniktl, jejichZ strany jsou rovnobézné s osami
a kazdé dva se protinaji. Dokazte, Ze potom maji vSechny spole¢ny bod.
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Uloha 3. Najdéte mnozinu konvexnich titvarii v roving, kde se kazdé dva protinaji,
ale zaroven neexistuje bod, ktery je ve vSech utvarech.

Uloha 4. Existuje nekoneéna mnozina 2016-tihelniki (ne nutné konvexnich) v ro-
viné takova, ze kazda trojice ma spoleény bod, ale zadny bod nenalezi vSem?

Uloha 5. V roviné lezi n > 3 navzajem rovnobéznjch tisecek. Pokud pro kazdé tii
existuje primka, kterd je protina, dokazte, ze existuje piimka, ktera protind vsechny
asecky.

Uloha 6. Necht Cy, ..., C, je soubor alespoii ti konvexnich mnozin v roviné a
necht K je podmnozina roviny. Ukazte, Ze pokud prinik kazdé trojice mnozin z Cj,
..., C}, obsahuje posunutou kopii K, potom také prunik vsech C1, ... , C, obsahuje
posunutou kopii K.

Uloha 7. Rekneme, 7e soubor C' = {C}, ..., C,} konvexnich mnozin v roviné ma
(p, q)-vlastnost, pokud n > p a z kazdé p-tice z C' lze vybrat ¢ mnozin s neprazdnym
priinikem. Spendlikovost s(C) souboru mnozin C je velikost nejmensi mnoziny X C
R? takové, ze kazdé C; € C obsahuje alespoii jeden bod z X.
(1) Dokazte, ze je-li C' koneény soubor osovych obdélnikii s (4, 3)-vlastnosti, pak
s(C) <2.
(2) Najdéte soubor C' nékolika osovych obdélniki s (3,2)-vlastnosti, pro ktery
s(C) = 3.

Minkowského véta

Uloha 8. Necht K je kruh se stiedem v pocatku o poloméru 26 metrt. Na kazdém
bodé s celoé¢iselnymi soufadnicemi uvnité K (krom pocétku) roste strom o poloméru
16 centimetri. Dokazte, Zze pokud stojime uprostied, nemtzeme vidét mimo prales.

Uloha 9. Pro « iracionalni a Q € N dokazte, ze existuji p,q € Z, kde q < Q,
takové, ze

Uloha 10. Necht a1, as jsou realné &isla. Dokazte, ze pro kazdé N € N existuj
mi,mg € Z,n € N, n < N, takova, ze

(Dirichlet)
i

m;

n

Uloha 11. Dokazte, Ze pro kazdé = € N existuji cela ¢isla x1, xo, 23 a x4, takova,
ze
x:xf—l—x%—i—x%—f—xi.
(Lagrange)
40



KUBA SVOBODA

Tak vsechno

Uloha 12. Do mnohothelniku o obsahu pét jsme nakreslili devét Gtvari velikosti
jedna. DokaZte, Ze mtizeme najit dva Gtvary, jejichZ prinik je alespon 1/9.
(MKS 28-4-2)

Uloha 13. Na piimce je 50 tiseéek. Dokaite, Ze existuje bod, ktery je spole¢ny
osmi useckam, nebo existuje osm tsecek, z nichz kazdé dvé jsou disjunktni.

Uloha 14. Dokazte, Ze kazdy mnohotihelnik obsahuje alespoii jednu svoji diago-
nalu.

Uloha 15. Vnitini prostory muzea tvofi (nekonvexni) mnohothelnik s n vrcholy.
Dokazte, ze sta¢i do muzea umistit nanejvys n/3 hlida¢t tak, aby ohlidali cely pro-
stor. Dokazte, ze méné jich pro nékterd muzea byt nemiize.

Uloha 16. Uvniti 2n-tihelniku se nachazi liska. Ze viech vrcholt najednou po této
lisce vystielime. Zadné stiela nezasahla vrchol. Dokazte, ze néktera hrana musela
byt zasazena alespon dvakrat. (MKS 28-4-6)

Uloha 17. Maéme Sest bodfi v obdélniku 4 x 3. Dokazte, ze existuji takové dva
body, které maji mezi sebou vzdalenost alespoii v/5.

Uloha 18. Najdéte dvé konvexni mnoziny bodf v roviné takové, Ze po jejich ode-
brani se rovina rozpadne na pét nesouvislych c¢asti.

Uloha 19. Dokazte, ze pro Sest bodti v obecné poloze plati, Ze v nich existuje
trojice boda tvorici trojuhelnik s jednim thlem velikosti alespon 120°.

Uloha 20. Rozhodnéte, zda je mozné do roviny umistit 13 bodi tak, aby zadné
tTi nelezely na pfimce a aby kazdy thel tvofeny trojici téchto bodi byl nejvyse 150°.
(MKS 22-2-7)

Uloha 21. V roviné lezi deset bodii s nasledujici vlastnosti: mezi kazdymi péti
z nich lze najit ctyfi, které tvori tétivovy ctyiihelnik. Kolik nejméné z téchto bodt
musi lezet na jedné kruznici?

Uloha 22. V roviné mame 100 bodii v obecné poloze. Dokazte, Ze mezi vSemi
trojihelniky tvofenymi témito body neni vice nez 70% ostrouhlych.
(IMO 1970, 6)

Uloha 23. Mnozina bod@ P propichuje trojihelniky mnoziny bodt M, pokud
kazdy trojuhelnik uréeny trojici bodd z M obsahuje ve svém vnitfku aspon jeden
bod z P. Dokazte, Ze pro kazdou n-bodovou M C R? v obecné poloze Ize najit
mnozinu P s 2n — 5 body propichujici trojahelniky M.

Zdroje
[1] Pfedmét Kombinatorickd a vypocetni geometrie I, skripta:
http://kam.mff.cuni.cz/kvgIl. html
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