Kombinatoricka teorie Cisel

MIREK OLSAK

ABSTRAKT. Prispévek obsahuje tlohy z kombinatorické teorie ¢isel. Na konci jsou
k nim uvedeny navody.

Uloha 1. Vybrali jsme n+1 ésel z mnoziny 1,2, ... , 2n. Dokazte, ze nékteré z nich
déli nékteré jiné. (Paul Erdos)
Uloha 2. Dokazte, ze kazdé pfirozené ¢islo je mozné vyjadiit jako soucet piiroze-
nych é&isel tvaru 223° tak, aby zadné z nich nedélilo jiné.

Uloha 3. Alespoii dvouprvkova mnozina M piirozenych ¢sel je kouzelnd, jestlize

pro kazda rizna a,b € M také
a+b

(a,b)
Najdéte vsechny koneéné kouzelné mnoziny. (BAMO, 2009)

e M.

Uloha 4. Bud m pfirozené ¢éislo a oznaéme
M={neN|m?><n< (m+1)*}

Dokazte, Ze vSechny souéiny tvaru ab pro a,b € M jsou rizné pro rizné neusporadané
dvojice {a,b}. (Indie 1998)

Uloha 5. Bud A n-prvkovad mnozina zbytkii modulo n2. Dokaite, Ze existuje
n-prvkova mnozina B zbytku takova, ze soucty A + B pokryvaji alespon polovinu
véech zbytk modulo n2. (IMO Shortlist 1999)

Uloha 6. Bud p prvoéislo. Dokazte, ze z tabulky p? xp? je mozné vybrat p> policek,
aby zadna ctvefice vybranych poli¢ek netvorila vrcholy pravothelniku, jehoz strany
jsou rovnobézné se stranami tabulky. (Cesko-Slovensko-Polské stietnuti 2010)

Uloha 7. Najdéte vSechna piirozend &isla k& > 2, pro kterd pro libovolny par
riiznych prirozenych é&isel m, n nepievysujicich k neni &islo n? =1 — m™~! délitelné

k. (MEMO 2009)
Uloha 8. Je dano prvocislo p. Najdéte viechna k takova, ze mnozinu {1,2,...  k}
Ize rozdélit na p ¢asti se stejnym souctem prvki. (IMO Long List 1985)
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Nebojme se nekonetna

Uloha 9. Mnozina viech pFirozenych éisel je rozdélena na koneéné mnoho podmno-
zin. Ukazte, ze nékterd z nich (ozna¢me ji M) mé nésledujici vlastnost: s kazdym
n € M lezi v M nekonecné mnoho dalsich nasobkt n.

(Berkeley Math Circle Monthly Contest 1999-2000)

Uloha 10. Rozhodnéte, zda existuje nekoneéné rostouci posloupnost aj,as, ...
takova, Ze pro kazdé k je pouze koneéné mnoho z ¢isel ay + k,as + k,a3 + k, ...
prvocisly.

Uloha 11. Dokazte, Ze existuje libovolné velkd mnoZina piirozenych éisel M ta-
kovd, ze (a — b)? | ab pro libovolna rtizna a,b € M. (USA 1998)

Uloha 12. Budte a, b pfirozena ¢&isla vétsi nez 2. Dokaste, Ze existuje kone¢na
posloupnost (n;)¥ takova, ze ny = a, ny = b, a navic n; + niy1 | niNiy1.
(Rumunsko 1998)

Uloha 13. Pfirozené &islo n je rozloZitelné, pokud existuje 2012 p¥irozenych &isel
a; s nasledujicimi vlastnostmi:

(i) n=a1+az+---+ azoz,
(i) 1<a1 <ag <--- < azns,
(iii) a; | a;41 proi=1,2,...,2011.
Dokazte, ze prirozenych ¢isel, kterd nejsou rozlozitelna, je pouze kone¢né mnoho.
(iKS 2012)

Uloha 14. Obarvime-li viechna pfirozena ¢isla kone¢né mnoha barvami, dokazte,
ze najdeme trojici a, b, ¢ riznych Cisel stejné barvy takovou, ze a + b = c.
(Schurova véta)

Uloha 15. Nechf a; < az < --- je rostouci posloupnost takova, ze a,11 — a, <
1000000 pro vSechna n. Dokazte, ze pak existuji indexy i, j takové, ze a; | a;.
(Reid Barton)

Navody

1. Rozdélte mnozinu ze zadani na n casti, ze kdykoli vezmeme dvé ¢isla z jedné
Casti, tak jedno bude délit druhé.

2. Je-li cislo sudé, vydélte dvéma, je-li liché odectéte nejvétsi moznou mocninu
trojky.

3. Vezmséte si jakozto a, b nejmensi ¢isla z M. Pak musi (a + b)/(a,b) = a, z toho
a | b a vyjadiime b = a® — a. P¥ipad, kdy v mnoziné je jesté tteti nejmensi ¢islo
¢ dovedeme do sporu (opét a | ¢, vyjadiime ¢, ... ). Jediné kouzelné mnoziny jsou
tedy dvouprvkové {a,a® — a}
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4. Kdykoli a1b; = agbse, daji se tato Cisla vyjadrit a; = wv, by = zy, as = uz,
by = vy. Déle pokud u < z a v < y, tak [vuv| < |/zy]. Rozebrdnim moznosti
usporadani u, v, z,y dostavame vysledek.
5. Postupné vybirejte prvky B. V kazdém kroku muzete pomoci Dirichletova prin-
cipu pokryt alespoii n/2 novych zbytkd.

6. Rozsekejte na ¢ctverce p X p a v kazdém vyberte jakozto p policek thlopiicku
posunutou v zavislosti na souc¢inu souradnic prislusného ctverce.

7. Pouze 2, 3. Pro sudé k > 4 pfimo najdete m, n. Pro lichd k > 5 existuje alespon
(k+3)/2 riiznych n < k, pro které n™~! dava kvadraticky zbytek, ale téch mtze byt
nanejvys (k +1)/2.

8. Musi nutné £k > p a p | @ A v takovych situacich je skuteéné mozné

rozd€leni najit. Jakmile mate rozdéleni pro k, najdete snadno rozdéleni pro k +
2p parovanim dvojic se stejnym prvkem. Takto oSetfite pfipad p = 2 a pro licha
prvocisla stac¢i najit rozdéleni pro k rovno 2p, 2p—1, 3p a 3p— 1. Pripad 2p je mozné
opét sparovat, pro 3p volte posloupnosti: a,, = 3n, by = 3p—1, b,+1 je nejvétsi cislo
pod b, nedélitelné tfemi, a ¢, analogicky jako b, ovSem zaéinajici na (3p — 1)/2.
Pak funguje rozdéleni na trojice

{an;bnacn},n: 1,2,...,p.

Jelikoz maji tato rozdéleni pro 2p a 3p stejné pocetné ¢asti, je mozné je pouzit i na
2p —1 a 3p — 1, kdyz si do mnoziny pfimyslite nulu.

9. Sporem, predpokladejte ze kazdd mnozina mé zastupce, jehoz pouze konecne
nasobkt lezi v pfislusné mnoziné. Spor pak hledejte v nasobcich soucinu vsech za-
stupctl.

10. Ano, volime ji tak, aby a; bylo slozené, déle as i as + 1 byla slozena, aby ag,
as + 11 as + 2 byla slozena, ... .

11. Mame-li takovou mnozinu, mizeme ji celou posouvat o jistou konstantu, tak,
ze vlastnost zlustane zachovana. Soucasné, mame-li takovou mnozinu, mizem do ni
,beztrestné“ pridat nulu.

12. Uvédomime si, ze vztah ze zadéni fik4, Ze sousedni ¢isla jsou tvaru zyz,
z(xz — y)z. Nejprve umime prevést ¢islo a na ¢islo a!, pak z néj miZzeme postupné
odbouravat nejvyssi prvocisla, az dostanem mocninu dvojky. Nakonec staci libovolné
dvé mocniny dvojky na sebe umét prevést.

13. Indukci podle poétu s¢itanct, na které to rozkladame. Chceme-li rozlozit ob-
rovské liché ¢islo [, pouzijeme indukéni pfepoklad na (n — 1)/2, pfislusné rozlozeni
vynasobime dvéma a pricteme jednicku. Stejné rozlozime i nasobky obrovskych li-
chych &isel, zbyva rozlozit obrovské mocniny dvojky 1 +3+3-4+3-424 ...

14. Podle Ramseyovy véty v grafu, jehoZ vrcholy jsou cela ¢isla a hrany jsou obar-
veny podle barvy své délky, najdete nekonecnou kliku.
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15. Nazvéme x,, posloupnost k-skoro aritmetckou, pokud existuje aritmeticka po-
sloupnost a,, takové, ze 0 < x,, —a, < k. Pokud existuje prvek a,,, ktery nedéli zadny
prvek z,,, miZzeme z posloupnosti x,, vybrat (k — 1)-skoro aritmetickou posloupnost.
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