Kombinatoricka geometrie

| Martin Tancer

Na prednasce budeme fesit tlohy z kombinatorické geometrie. Nebude se jednat
o prednasku, kterd by vykladala néjakou ucelenou teorii, spis si ukazeme si néjaké
uziteCné postupy, jak tlohy z kombinatorické geometrie FeSit.

Pomocné véty

Véta. (Hellyho véta — verze pro rovinu) V roviné jsou ddny konvexni mno-
ziny K1, Ko, ..., K, pron > 3. Navic plati, ze kazdé tii z téchto mnozin maji
neprazdny prinik. Potom uz nutné vSechny maji neprazdny prinik.

Véta. (Hellyho véta — obecnd verze) V RY jsou dany konvexni mnoziny K1, Ka,
., K, pron > d+1. Navic plati, ze kazdych d+1 z téchto mnozin ma neprazdny
priinik. Potom uz nutné vSechny maji neprazdny prinik.

Piiklady

Priklad 1. Uvnitf rovnostranného trojihelniku o strané 1 je dano deset riiznych
bodt. Dokazte, ze mezi témito body existuji dva rtzné body takové, zZe jejich
vzdalenost je nejvyse %

Priklad 2. Vnitini prostory muzea tvori (ne nutné konvexni) mnohothelnik s n
vrcholy. Dokazte, Ze lze do muzea umistit nejvyse 3 hlidact tak, ze ohlidaji celé
muzeum.

Priklad 3. Urcete, kolik nejvyse bodl lze umistit v roviné tak, aby zadné t¥i
nelezely na spoleéné primce a aby kazdy thel tvofeny trojici téchto bodd byl
nejvyse 119°.

Priklad 4. Rozhodnéte, zda je mozné v roviné umistit 13 bodi tak, aby zddné
t¥i nelezely na spoleéné pfimce a aby kazdy thel tvoreny trojici téchto bodu byl
nejvyse 150°.

Priklad 5. V roviné je ddno 100 bodu, zaddné tfi nelezi na pfimce. Uvazujme
vSechny trojuhelniky, jejichz vrcholy jsou nékteré tii z danych bodt. Dokazte, Ze
nejvyse 70% uvazovanych trojuhelniki je ostrothlych.

Priklad 6. Je déna koneénd mnozina bodu v roviné takové, Zze kazdé 3 body
urcuji tupouhly trojuhelnik. Dokazte, Ze 1ze k této mnoziné pridat bod, aby tato
vlastnost zustala zachovéana. Plati analogické tvrzeni i pro nekone¢né mnoziny?
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Priklad 7. Na pfimce je dano 50 tisecek, dokazte, Ze plati alespoii jedno z na-
sledujicich tvrzeni:

(i) Existuje 8 tseéek se spoleénym bodem.

(ii) Existuje 8 tsecéek, z nichz kazdé dvé jsou disjunktni.

Priklad 8. V roviné je ddno n > 3 navzajem rovnobéznych tisecek. Pro kazdé tii
existuje primka, kterd je protind. Dokazte, Ze existuje pfimka protinajici vSechny
tyto tisecky.

Priklad 9. Koneénid mnozina M bodi v roviné méa takovou vlastnost, ze libo-
volné t¥i body z ni lze pokryt kruhem o poloméru 1. Dokazte, Ze celou mnozinu
M 1ze pokryt kruhem o pruméru 1.

Priklad 10. Je dédno n bodu v rovinég, kazdé dva body maji vzdélenost nejvyse
1. Urcete maximalni mozny pocet tsecek tvorenych témito body, které maji délku
presné 1.

Priklad 11. V prostoru je dédna kartézska soustava souradnic. Kazdy bod s ce-
lo¢iselnymi souradnicemi nazveme miizovym. Obarvéme 2000 miizovych bodua
modrie a jinych 2000 miizovych bodl cervené tak, aby zadné dvé modrocervené
tsecky nemély spoleény vnitini bod (modrocervend tsecka je takova usecka, ze ma
jeden krajni bod modry a druhy ¢erveny). Uvazujme nejmensi kvadr s hranami
rovnobéZnymi s osami souradnic, ktery obsahuje vsechny obarvené body.

(i) Dokazte, ze kvadr obsahuje alespoii 500 000 miiZzovych bodd.
(ii) Udejte piiklad popsaného zobrazeni, kdy uvazovany kvadr obsahuje nej-
vyse 8 000 000 bodd.

Priklad 12. V roviné je dén pravothly trojuhelnik ABC, ozna¢me ¢ délku pie-
pony ABC. V tomto trojahelniku je dana kone¢nd mnozina S. Dokazte, ze je
mozné body mnoziny S uspotfadat do posloupnosti X7, Xo, ..., X, tak, Ze

| X1 Xo? + [ Xa X2+ 4+ | X1 X |? < 2

Priklad 13. V roviné je danych deset riznych bodi s nésledujici vlastnosti: mezi
kazdymi péti z nich lze vybrat ¢tyti takové, které tvori tétivovy ¢tyfahelnik. Kolik
nejméné z téchto bod musi leZzet na jedné kruznici?

Priklad 14. Necht n > 4 a necht M je koneénd mnozina n bodt v prostoru.
Pfedpokladejme, Ze tyto body jsou obarveny &erné ¢i bile tak, ze kazda sféra??,
ktera protina M v alespon ¢tyfech bodech obsahuje stejny pocet ¢ernych a biljch
bodi. Dokazte, ze vSechny body z M lezi na spolecné sfére.

258féra je povrch koule.
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