Kombinatoricka geometrie

LiBOrR BARTO — 22. LISTOPADU 2000 P

Par uzitecnych rad

1) Vzdy je dobré si situaci nakreslit, zkouSet vyFesit méné& obecné (napf. pro n&jaky konkrétni pocet
bodil). Nékdy je naopak jednodussi fesit tlohu obecn&jsi.

2) Mame-li napf. body v roving, miizeme uvazovat body s nejvétsi (nejmensi) vzdalenosti, troja-
helnik jimi uréeny s nejvétsim (nejmensim) obsahem, apod.

3) Casto je uZitecné hledat transformace, p¥i niz se uréitd vlastnost mnoziny bodi (iseek, p¥imek,

..) nezméni (zv&tsi, zmensi, ...) Slovem transformace je minéno nap¥. zobrazeni jednoho bodu ve
stfedové soumérnosti podle jiného bodu, posunuti nékterych bodt, kruhova inverze, ... Obzvlasté
pouzivané je zobrazeni vSech boda na primku.

4) Dirichlettv princip: Mame-1i n zdsuvek a v nich vice neZ (k — 1)n predméti, tak v alespoii jedné
zasuvce je alespon k predmétii. Toto je jeden z nejpouzivanéjSich obrati pii feSeni tohoto typu
aloh.

5) Hellyova véta: Je-li na pfimce (resp. v roving, resp. v prostoru) dén kone¢ny pocet konvexnich
mnozin, jichZ je alespoii 2 (3, 4) a z nichZ kazdé 2 (3, 4) maji spoleény bod, pak v8echny tyto
mnoziny maji spoleény bod.

6) N&kdy pomiiZze rozdséleni mnohothelniku P na trojthelniky s vrcholy ve vrcholech P (toto
rozdéleni vzdy existuje), nebo rozdéleni konvexniho obalu konefné mnoziny bodd na trojahelniky
s vrcholy v danych bodech, apod.

7) Indukci 1ze provadét nejen podle poftu bodi, ale té% podle nejrozmanit&jsich jingch charak-
teristik, napf. podle po¢tu bodd na hranici konvexniho obalu, ... Pfi indukci se leckdy vyplati
pozadovat splnéni silnéjsiho predpokladu, nez pozaduje tiloha, kterou reSime.
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Piiklady

1.priklad Vnitini prostory muzea tvofi mnohotihelnik (ne nutné konvexni) o 3n vrcholech. Lze
v muzeu rozestavit n hlida¢d, aby dohromady vidéli cely prostor muzea?

2. priklad Je dan trojahelnik, ktery m4 obsah 1, a v ném 5 bodid. Dokazte, ze z danych péti
bodi 1ze vybrat 3 (riizné) takové, Ze jimi ureny trojihelnik mé obsah nejvyse

=

g

3.pfiklad V roviné mame din bod Ay a vektory ai,...,an, jejichz soulet je nulovy vektor.
Kazdé poradi (i1,...,in) ¢isel 1,2,...,n uréuje body Ai,...,An—1,An = Aop, pro které plati

a;, = AoA1, ..., a;, =An_14An.

Dokazte, ze existuje takové poradi, ze body Ay, ..., Ap lezi uvnit¥ nebo na ramenech thlu o velikosti
60 stupit s vrcholem Ap.

4. priklad Je dino n jednotkovych vektori, jejichZ souétem je nulovy vektor. Dokazte, Ze je lze
usporadat tak, aby pro libovolné k& € {1,2,...n} byl soufet prvnich k vektorii vektor velikosti
nejvyse 3.

5. priklad V roviné je ddno n rtznych bodi. Vezmeme stiedy vSech tsefek s krajnimi body
v danych bodech. Jaky je nejmensi moZny pocet téchto stiedt?

6. priklad Mnozina S je tvofena n body v roviné, z nichz zadné t¥i nelezi v pfimce. Dokazte, ze
existuje mnozina P tvorena 2n — 5 body takova, Ze uvnitf trojahelniku, jehoz vrcholy patii do S,
lezi alespofi jeden bod mnoZiny P.

7.prFiklad Dokazte, Ze existuje konvexni 1990-uhelnik s néasledujicimi vlastnostmi
(a) Vsechny jeho thly jsou shodné
(b) Jeho strany maji v n&jakém poradi délky 12,22,...,19892, 19902

8. pf¥iklad DokaZte, Ze rovnostranny (ne nutné pravidelny) konvexni p&tithelnik obsahuje rovno-
stranny trojuhelnik se stranou téze délky jako strana daného pétithelniku.

9. pfiklad Maéame dana &isla 7; ; (pro i,j € {1,2,...,n}). Chceme sestrojit body Mi,..., Mp
v roving tak, aby vzdalenost bodd M; a Mj byla r;; (pro vSechny dvojice 4,5 € {1,...n}). Lze
tyto body sestrojit, jestlize vime, Ze libovolna pétice sestrojit 1ze? Lze je sestrojit, vime-li pouze,
7e jdou sestrojit &tvefice? Reste podobnou tlohu té% na pifmce a v prostoru.

10. ptiklad V roviné jsou dadny body O, Ai,..., A4 takové, Ze trojuhelniky OA; A; maji obsah
alespoii 1 (pro vSechny dvojice riiznych &isel 4,5 € {1,2,3,4}). DokaZte, Ze pak pro n&které dva

body A;, A; ma trojihelnik OA; A; obsah alespoii V2.

11. p¥iklad V roviné je ddno n > 3 bodi, které nelezi v 1 pfimce. Potom lze najit kruznici, kterd
obsahuje alespoii 3 z danych bodt, pri¢emz zadny jiny nelezi uvnitf této kruznice. Dokazte.
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12. priklad V roviné je ddno n > 3 bodi. Kazdé dva z nich jsou spojeny usetkou. Oznaéme
d délku nejdelsi z téchto tsecek. Primeérem nazveme kazdou tsetkou délky d. Dokazte, Ze poclet
priméri je nejvyse n.

13. pfiklad Je dan konvexni n-tithelnik, jehoZ po sobé nésledujici strany maji délky ai,...,an a
plati:

(a) V8echny jeho vnit¥ni thly jsou shodné

(b) Pro délky stran plati a1 > a2 > ... > an

Pak a; =as = ... = ap.

14. piiklad V roving je ddn konvexni pétidhelnik P; s vrcholy Ai,...,As. P;,i € {1,...5} je
pétithelnik vznikly z P; posunutim Aj A;. Potom existuji 4,5 € {1,...,5},i # j takovd, ze P; a P;
maji spole¢ny vnitini bod.

15. piiklad Na stole lezi patnact Casopisti, které jej cely pokryvaji. Dokazte, Ze lze ubrat 7 z nich,

aby zbyvajicich 8 zakryvalo alesponi % velikosti stolu.

16. priklad V roviné je dano 100 bodt, zZaddné t¥fi z nich nelezi v pfimce. Uvazujme vSechny trojua-

helniky, jejichZ vSechny 3 vrcholy jsou nékteré z danych bodii. DokaZte, %e nejvyse 70% uvazovanych
trojuhelnikid jsou ostrouhlé.

17. ptiklad Trojahelnik, jehoZ vrcholy maji ¢isla 1,2,3, je rozdélen na kone¢ny pocet mengich troj-
thelniki, z nichz kazdé dva mohou mit spoledny pouze vrchol nebo celou stranu. Kazdy z vrcholt
mensich trojahelniki je oznafen jednim z Cisel 1,2,3 a to tak, Ze se na zadné strané zdkladniho troj-
thelniku neobjevuje ¢islo jeho proté&jsiho vrcholu, jinak je oznaceni libovolné. DokaZte, Zze vrcholy
alespoit 1 z mensich trojuhelnikd jsou oznafeny tfemi riznymi &isly 1,2,3.

18. ptiklad V roviné lezi n > 3 tsecek tak, Ze kazdé tii maji spoleény bod. Dokazte, Ze lze najit
bod spole¢ny viem témto GseCkam.

19. priklad V roviné je ddno n > 3 navzdjem rovnobéznych tsecek. Pritom pro kazdé 3 z nich
existuje prfimka, kterd je vS8echny protind. DokaZte, Ze nékterd primka protind vSech n danych
Gsecek.

20. priklad V roviné je ddno n > 3 bodi, kazdé t¥i lezi v kruhu o poloméru r. Potom vSechny
tyto body lezi v kruhu o poloméru r.

21. priklad Je mozné rozlozit rovnostranny trojihelnik na milion konvexnich mnohothelniki
tak, aby jich libovolna prfimka protinala nejvyse 407

22. pfiklad Mdame déna pfirozend &isla n,k(n > k). S je mnoZina n bodid roviny s t&mito vlast-
nostmi:
(a) Z&dné tii body mnoziny S nele?i na p¥imce
(b) Ke kazdému bodu P € S existuje v S alespoii k navzajem riiznych bodt stejné vzdalenych
od bodu P.
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Potom k < % + Vv2n.

23. priklad Na pfimce je ddno 50 asecek. Dokazte, Ze plati alespoii jedno z nasledujicich tvrzeni:
(a) Existuje 8 tsefek se spolenym bodem
(b) Existuje 8 tsecek, z nichz kazdé dvé& jsou disjunktni

24. priklad Je dano nékolik ¢tverci, jejichZz celkovy obsah je 1. Dokazte, Ze je moZno je umistit
do ¢tverce s obsahem 2 aniz by se ptrekryvaly.

25. priklad Je dén konvexni n-thelnik, jehoZ Zadné dvé strany nejsou rovnobézné, a uvniti néj
bod. DokaZte, Ze existuje nejvySe n piimek prochédzejicich danym bodem a délicich dany mnoho-
thelnik na dvé ¢asti stejného obsahu.

26. priklad Je ddna konend mnozina bodi v roving, v niz kazdé tfi body urcuji tupothly troja-
helnik. Dokazte, Ze lze pridat bod, aby tato vlastnost byla zachovana. Plati toto i pro nekone¢nou
mnozinu bod?

27.priklad Je ddno n bodl v roving. Kazda primka, kterd neprochédzi zadnym bodem, urcuje
rozklad danych bodii na dvé& disjunktni podmoZiny. Kolik rtiznych rozkladii lze takto dostat? (Roz-
klady porovnivame jako neuspotfddané dvojice mnoZzin)

28. priklad V roviné je ddno n bodt, z nichZ zZadné t¥i nelezi v primce. Kolik nejvyse tsecek
1ze vytvofit spojovanim danych bodt, aby pritom nevznikl Zadny trojihelnik s vrcholy v danych
bodech?

29. ptiklad Necht wuy,...,un je n vektort v roviné takovych, ze soucet jejich délek je alespon 1.
Pak mezi nimi najdeme vektory, jejichZ soufet bude vektor délky alespoii % (resp. i, resp. %)
Dokazte.

30. priklad Uvnitf rovnostranného trojuhelnika o strané 1 mame 10 boda. DokaZte, Ze existuji
2 (riizné) body, jejichz vzdélenost je mensi nez %

31. priklad V roviné médme déno 100 vektord vi,...,v100, jejichZ délka je mensi nez 1. DokaZte,
Ze existuji &isla a1, ...,a100 € {—1,1} takovd, Ze a1v1 + ... + anv, mé velikost nejvyse 3.

32. priklad Uvnitf jednotkového Etverce je rozmisténo nékolik kruznic, které maji soucet obvodi
10. Dokazte, Ze pak existuje primka, kterd protind alespoini ¢ty¥i z téchto kruZnic.

33. priklad Dokazte, Ze n bodl v roving miizeme vzdy pokryt nékolika disjunktnimi kruhy, které
budou mit sou¢et primeéri mensi nez n, pri¢emz vzajemnda vzdalenost kazdych dvou kruhi bude
vE&tsi nez 1. (Vzdélenosti dvou kruhd rozumime vzdélenost jejich nejblizsich bod.)

34. piiklad Je dan &tverec a devét piimek. Necht kazdd z deviti pfimek déli ¢tverec na dva

¢tyrahelniky, jejichz obsahy jsou v poméru 2:3. DokaZte, Ze alespon tii z téchto deviti primek
prochéazeji jednim bodem.
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