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Pár u¾iteènýh rad

1) V¾dy je dobré si situai nakreslit, zkou¹et vyøe¹it ménì obenì (napø. pro nìjaký konkrétní poèet

bodù). Nìkdy je naopak jednodu¹¹í øe¹it úlohu obenìj¹í.

2) Máme-li napø. body v rovinì, mù¾eme uva¾ovat body s nejvìt¹í (nejmen¹í) vzdáleností, trojú-

helník jimi urèený s nejvìt¹ím (nejmen¹ím) obsahem, apod.

3) Èasto je u¾iteèné hledat transformae, pøi ní¾ se urèitá vlastnost mno¾iny bodù (úseèek, pøímek,

: : : ) nezmìní (zvìt¹í, zmen¹í, : : : ) Slovem transformae je mínìno napø. zobrazení jednoho bodu ve

støedové soumìrnosti podle jiného bodu, posunutí nìkterýh bodù, kruhová inverze, : : : Obzvlá¹tì

pou¾ívané je zobrazení v¹eh bodù na pøímku.

4) Dirihletùv prinip: Máme-li n zásuvek a v nih víe ne¾ (k� 1)n pøedmìtù, tak v alespoò jedné

zásuve je alespoò k pøedmìtù. Toto je jeden z nejpou¾ívanìj¹íh obratù pøi øe¹ení tohoto typu

úloh.

5) Hellyova vìta: Je-li na pøíme (resp. v rovinì, resp. v prostoru) dán koneèný poèet konvexníh

mno¾in, jih¾ je alespoò 2 (3, 4) a z nih¾ ka¾dé 2 (3, 4) mají spoleèný bod, pak v¹ehny tyto

mno¾iny mají spoleèný bod.

6) Nìkdy pomù¾e rozdìlení mnohoúhelníku P na trojúhelníky s vrholy ve vrholeh P (toto

rozdìlení v¾dy existuje), nebo rozdìlení konvexního obalu koneèné mno¾iny bodù na trojúhelníky

s vrholy v danýh bodeh, apod.

7) Induki lze provádìt nejen podle poètu bodù, ale té¾ podle nejrozmanitìj¹íh jinýh harak-

teristik, napø. podle poètu bodù na hranii konvexního obalu, : : : Pøi induki se lekdy vyplatí

po¾adovat splnìní silnìj¹ího pøedpokladu, ne¾ po¾aduje úloha, kterou øe¹íme.
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Krou¾ek matematiky

Pøíklady

1. pøíklad Vnitøní prostory muzea tvoøí mnohoúhelník (ne nutnì konvexní) o 3n vrholeh. Lze

v muzeu rozestavit n hlídaèù, aby dohromady vidìli elý prostor muzea?

2. pøíklad Je dán trojúhelník, který má obsah 1, a v nìm 5 bodù. Doka¾te, ¾e z danýh pìti

bodù lze vybrat 3 (rùzné) takové, ¾e jimi urèený trojúhelník má obsah nejvý¹e

1

4

.

3. pøíklad V rovinì máme dán bod A

0

a vektory a

1

; : : : ; a

n

, jejih¾ souèet je nulový vektor.

Ka¾dé poøadí (i

1

; : : : ; i

n

) èísel 1; 2; : : : ; n urèuje body A

1

; : : : ; A

n�1

; A

n

= A

0

, pro které platí

a

i

1

= A

0

A

1

; : : : ; a

i

n

= A

n�1

A

n

:

Doka¾te, ¾e existuje takové poøadí, ¾e body A

0

; : : : ; A

n

le¾í uvnitø nebo na rameneh úhlu o velikosti

60 stupòù s vrholem A

0

.

4. pøíklad Je dáno n jednotkovýh vektorù, jejih¾ souètem je nulový vektor. Doka¾te, ¾e je lze

uspoøádat tak, aby pro libovolné k 2 f1; 2; : : : ng byl souèet prvníh k vektorù vektor velikosti

nejvý¹e 3.

5. pøíklad V rovinì je dáno n rùznýh bodù. Vezmeme støedy v¹eh úseèek s krajními body

v danýh bodeh. Jaký je nejmen¹í mo¾ný poèet tìhto støedù?

6. pøíklad Mno¾ina S je tvoøena n body v rovinì, z nih¾ ¾ádné tøi nele¾í v pøíme. Doka¾te, ¾e

existuje mno¾ina P tvoøena 2n � 5 body taková, ¾e uvnitø trojúhelníku, jeho¾ vrholy patøí do S,

le¾í alespoò jeden bod mno¾iny P .

7. pøíklad Doka¾te, ¾e existuje konvexní 1990-úhelník s následujíími vlastnostmi

(a) V¹ehny jeho úhly jsou shodné

(b) Jeho strany mají v nìjakém poøadí délky 1

2

; 2

2

; : : : ; 1989

2

; 1990

2

8. pøíklad Doka¾te, ¾e rovnostranný (ne nutnì pravidelný) konvexní pìtiúhelník obsahuje rovno-

stranný trojúhelník se stranou té¾e délky jako strana daného pìtiúhelníku.

9. pøíklad Máme dána èísla r

i;j

(pro i; j 2 f1; 2; : : : ; ng). Cheme sestrojit body M

1

; : : : ;M

n

v rovinì tak, aby vzdálenost bodù M

i

a M

j

byla r

i;j

(pro v¹ehny dvojie i; j 2 f1; : : : ng). Lze

tyto body sestrojit, jestli¾e víme, ¾e libovolná pìtie sestrojit lze? Lze je sestrojit, víme-li pouze,

¾e jdou sestrojit ètveøie? Øe¹te podobnou úlohu té¾ na pøíme a v prostoru.

10. pøíklad V rovinì jsou dány body O;A

1

; : : : ; A

4

takové, ¾e trojúhelníky OA

i

A

j

mají obsah

alespoò 1 (pro v¹ehny dvojie rùznýh èísel i; j 2 f1; 2; 3; 4g). Doka¾te, ¾e pak pro nìkteré dva

body A

i

; A

j

má trojúhelník OA

i

A

j

obsah alespoò

p

2.

11. pøíklad V rovinì je dáno n � 3 bodù, které nele¾í v 1 pøíme. Potom lze najít kru¾nii, která

obsahuje alespoò 3 z danýh bodù, pøièem¾ ¾ádný jiný nele¾í uvnitø této kru¾nie. Doka¾te.
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12. pøíklad V rovinì je dáno n � 3 bodù. Ka¾dé dva z nih jsou spojeny úseèkou. Oznaème

d délku nejdel¹í z tìhto úseèek. Prùmìrem nazveme ka¾dou úseèkou délky d. Doka¾te, ¾e poèet

prùmìrù je nejvý¹e n.

13. pøíklad Je dán konvexní n-úhelník, jeho¾ po sobì následujíí strany mají délky a

1

; : : : ; a

n

a

platí:

(a) V¹ehny jeho vnitøní úhly jsou shodné

(b) Pro délky stran platí a

1

� a

2

� : : : � a

n

Pak a

1

= a

2

= : : : = a

n

.

14. pøíklad V rovinì je dán konvexní pìtiúhelník P

1

s vrholy A

1

; : : : ; A

5

. P

i

; i 2 f1; : : : 5g je

pìtiúhelník vzniklý z P

1

posunutím A

1

A

i

. Potom existují i; j 2 f1; : : : ; 5g; i 6= j taková, ¾e P

i

a P

j

mají spoleèný vnitøní bod.

15. pøíklad Na stole le¾í patnát èasopisù, které jej elý pokrývají. Doka¾te, ¾e lze ubrat 7 z nih,

aby zbývajííh 8 zakrývalo alespoò

8

15

velikosti stolu.

16. pøíklad V rovinì je dáno 100 bodù, ¾ádné tøi z nih nele¾í v pøíme. Uva¾ujme v¹ehny trojú-

helníky, jejih¾ v¹ehny 3 vrholy jsou nìkteré z danýh bodù. Doka¾te, ¾e nejvý¹e 70% uva¾ovanýh

trojúhelníkù jsou ostroúhlé.

17. pøíklad Trojúhelník, jeho¾ vrholy mají èísla 1,2,3, je rozdìlen na koneèný poèet men¹íh troj-

úhelníkù, z nih¾ ka¾dé dva mohou mít spoleèný pouze vrhol nebo elou stranu. Ka¾dý z vrholù

men¹íh trojúhelníkù je oznaèen jedním z èísel 1,2,3 a to tak, ¾e se na ¾ádné stranì základního troj-

úhelníku neobjevuje èíslo jeho protìj¹ího vrholu, jinak je oznaèení libovolné. Doka¾te, ¾e vrholy

alespoò 1 z men¹íh trojúhelníkù jsou oznaèeny tøemi rùznými èísly 1,2,3.

18. pøíklad V rovinì le¾í n � 3 úseèek tak, ¾e ka¾dé tøi mají spoleèný bod. Doka¾te, ¾e lze najít

bod spoleèný v¹em tìmto úseèkám.

19. pøíklad V rovinì je dáno n � 3 navzájem rovnobì¾nýh úseèek. Pøitom pro ka¾dé 3 z nih

existuje pøímka, která je v¹ehny protíná. Doka¾te, ¾e nìkterá pøímka protíná v¹eh n danýh

úseèek.

20. pøíklad V rovinì je dáno n � 3 bodù, ka¾dé tøi le¾í v kruhu o polomìru r. Potom v¹ehny

tyto body le¾í v kruhu o polomìru r.

21. pøíklad Je mo¾né rozlo¾it rovnostranný trojúhelník na milion konvexníh mnohoúhelníkù

tak, aby jih libovolná pøímka protínala nejvý¹e 40?

22. pøíklad Máme dána pøirozená èísla n; k(n � k). S je mno¾ina n bodù roviny s tìmito vlast-

nostmi:

(a) ®ádné tøi body mno¾iny S nele¾í na pøíme

(b) Ke ka¾dému bodu P 2 S existuje v S alespoò k navzájem rùznýh bodù stejnì vzdálenýh

od bodu P .
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Potom k <

1

2

+

p

2n.

23. pøíklad Na pøíme je dáno 50 úseèek. Doka¾te, ¾e platí alespoò jedno z následujííh tvrzení:

(a) Existuje 8 úseèek se spoleèným bodem

(b) Existuje 8 úseèek, z nih¾ ka¾dé dvì jsou disjunktní

24. pøíklad Je dáno nìkolik ètverù, jejih¾ elkový obsah je 1. Doka¾te, ¾e je mo¾no je umístit

do ètvere s obsahem 2 ani¾ by se pøekrývaly.

25. pøíklad Je dán konvexní n-úhelník, jeho¾ ¾ádné dvì strany nejsou rovnobì¾né, a uvnitø nìj

bod. Doka¾te, ¾e existuje nejvý¹e n pøímek proházejííh daným bodem a dìlííh daný mnoho-

úhelník na dvì èásti stejného obsahu.

26. pøíklad Je dána koneèná mno¾ina bodù v rovinì, v ní¾ ka¾dé tøi body urèují tupoúhlý trojú-

helník. Doka¾te, ¾e lze pøidat bod, aby tato vlastnost byla zahována. Platí toto i pro nekoneènou

mno¾inu bodù?

27. pøíklad Je dáno n bodù v rovinì. Ka¾dá pøímka, která neprohází ¾ádným bodem, urèuje

rozklad danýh bodù na dvì disjunktní podmo¾iny. Kolik rùznýh rozkladù lze takto dostat? (Roz-

klady porovnáváme jako neuspoøádané dvojie mno¾in)

28. pøíklad V rovinì je dáno n bodù, z nih¾ ¾ádné tøi nele¾í v pøíme. Kolik nejvý¹e úseèek

lze vytvoøit spojováním danýh bodù, aby pøitom nevznikl ¾ádný trojúhelník s vrholy v danýh

bodeh?

29. pøíklad Neh» u

1

; : : : ; u

n

je n vektorù v rovinì takovýh, ¾e souèet jejih délek je alespoò 1.

Pak mezi nimi najdeme vektory, jejih¾ souèet bude vektor délky alespoò

p

2

8

(resp.

1

4

, resp.

1

�

).

Doka¾te.

30. pøíklad Uvnitø rovnostranného trojúhelníka o stranì 1 máme 10 bodù. Doka¾te, ¾e existují

2 (rùzné) body, jejih¾ vzdálenost je men¹í ne¾

1

3

.

31. pøíklad V rovinì máme dáno 100 vektorù v

1

; : : : ; v

100

, jejih¾ délka je men¹í ne¾ 1. Doka¾te,

¾e existují èísla a

1

; : : : ; a

100

2 f�1; 1g taková, ¾e a

1

v

1

+ : : :+ a

n

v

n

má velikost nejvý¹e 3.

32. pøíklad Uvnitø jednotkového ètvere je rozmístìno nìkolik kru¾ni, které mají souèet obvodù

10. Doka¾te, ¾e pak existuje pøímka, která protíná alespoò ètyøi z tìhto kru¾ni.

33. pøíklad Doka¾te, ¾e n bodù v rovinì mù¾eme v¾dy pokrýt nìkolika disjunktními kruhy, které

budou mít souèet prùmìrù men¹í ne¾ n, pøièem¾ vzájemná vzdálenost ka¾dýh dvou kruhù bude

vìt¹í ne¾ 1. (Vzdáleností dvou kruhù rozumíme vzdálenost jejih nejbli¾¹íh bodù.)

34. pøíklad Je dán ètvere a devìt pøímek. Neh» ka¾dá z devíti pøímek dìlí ètvere na dva

ètyøúhelníky, jejih¾ obsahy jsou v pomìru 2:3. Doka¾te, ¾e alespoò tøi z tìhto devíti pøímek

proházejí jedním bodem.

{ iv {


