Kombinatoricka geometrie Il.
' Pavel Podbrdsky

Uvod

Tato pfednaska volné navazuje na moji pfednasku na soustiedeni v Chrasticich. Ne-
budou vSak na ni potfeba zadné znalosti z pfedchoziho dilu, takze vSichni novi za-
jemci jsou vitani. Budeme se zabyvat kombinatorickymi vlastnostmi geometrickych
objektl, napt poctem stén konvexniho mnohosténu daného pocétu vrchol, poctem
bunék v arrangementu n nadrovin apod. V celé prednasce se budeme pohybovat
v rdmci d-rozmérnych (eukleidovskych) prostorti; pro ndzornou predstavu vsak vy-
sta¢ime s rovinou, ¢éi (t¥i-rozmérnym) prostorem.

Zakladni definice a pojmy

Definice. (Eukleidovsky prostor)  Eukleidovskym prostorem dimenze d (d € Ng) bu-
deme rozumét mnozinu R? vSech usporadanych d-tic (z1,xo,...,xq) redlnych cisel
(v pfipadé d = 0 tim rozumime jednoprvkovou mnozinu). Prvky eukleidovského pro-
storu budeme nazyvat body. Na této mnoziné mame dano sc¢itdni, nasobeni redlnym
¢islem (oboji po slozkach). Umime tu také mérit vzddlenosti a dhly. (VSe si mizeme
nézorné predstavit na pfipadu d < 3.)

Definice. (Afinni podprostory) Necht je ddn d-rozmérny eukleidovsky prostor. Jeho
linedrnim podprostorem rozumime libovolnou mnozinu, ktera obsahuje pocatek (tj.
bod (0,0,...,0)) a je uzavfend na s¢itani a ndsobeni redlnym dislem. Dimenzi line-
drniho podprostoru rozumime jeho dimenzi ve smyslu vektorového prostoru (staci,
kdyz to budeme chépat intuitivné). Afinnim podprostorem rozumime mnozinu tvaru
a+ L, kde a € R a L je linedrni podprostor RY. Jeho dimenzi rozumime dimenzi
prislusného podprostoru L.

Kazdy bod v R? Ize zdroven chéapat jako 0-dimenzionalni afinni podprostor. Jed-
nodimenzionalni podprostory nazyvame primky, dvojdimenzionalni roviny. Nadrovi-
nou rozumime d — 1-dimenzionalni podprostor.

Definice. (Konvexni kombinace) Méjme body T1,T2,...,Tn € RY. Jejich konvexni
kombinaci rozumime kazdy bod x tvaru x = Z a;x;, kde a; >0 a Z a; = 1 (napft.

i=1
konvexni kombinaci dvou riiznych bodu Ize dostat presné body usecky spojujici tyto

body).
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Definice. (Konvexni mno%ina) Rekneme, %e mnoZina M C R¢ je konvexni, pokud
s kazdymi dvéma body x,y € M obsahuje i celou tisecku spojujici x a y. Jinymi slovy,
jsou-liz,y € M a X € (0,1), takidx+ (1— Ny e M.

Definice. (Konvexni obal)  Necht M C R%. Konveznim obalem mnoziny M rozu-
mime nejmensi konvexni mnozinu, ktera obsahuje M. Je to tedy prinik vsech kon-
vexnich nadmnozin M. Lze ji také charakterizovat, jako mnozinu vsech konvexnich
kombinaci bodii z mnoziny M. Znadime symbolem conv(M).

Definice. (Konvexni mnohostén)  Konvexnim mnohosténem v R rozumime kon-
vexni obal koneéné mnoha (alespoii d + 1) bodii v obecné poloze v R?. Konvexni
mnohostén lze také charakterizovat, jako prinik kone¢né mnoha nadrovin. Fasetou
konvexniho mnohosténu K rozumime libovolnou neprazdnou mnozinu M tvaru KNh,
kde h je nadrovina takova, Ze jeden z poloprostoru uréeny nadrovinou h obsahuje ce-
lou mnozinu K. Dimenzi fasety F' rozumime nejmensi dimenzi afinniho podprostoru,
ktery F obsahuje. Jednobodové fasety (neboli fasety nulové dimenze) nazyvame vr-
choly K, fasety dimenze 1 nazyvame hrany a fasety dimenze d — 1 nazyvame stény.

Arrangement nadrovin

Definice. (Arrangement nadrovin)  Uvazujme mnozinu M obsahujici n nadrovin
v R Rekneme, Ze nadroviny mnoziny M jsou v obecné poloze, pokud pro priinik li-
bovolnych k nadrovin z mnoziny M je afinni podprostor dimenzen—k (k= 1,2,...,d)
a prunik libovolnych d + 1 nadrovin z mnoziny M je prazdny. Burikou arrangementu
nadrovin z mnoziny M rozumime libovolnou oblast v R? ohranidenou nadrovinami
z mnoziny M (je to tedy konvexni mnohostén, ktery lze zapsat, jako prunik pFislus-
nych poloprostort). Sténou arrangementu rozumime sténu libovolné buriky.

Véta. Pocet bunék arrangementu n nadrovin v R je nejvyse

) () (T
0 1 d)’
Pokud jsou nadroviny v obecné poloze, nastane rovnost.

Definice. (Zéna) Bud M mnozina n nadrovin v R?, bud h € M. Zénou nadroviny h
v arrangementu nadrovin mnoziny M rozumime mnozinu vsech bunek, které sousedi
s h (tj. jejich hranice obsahuje sténu lezici v h).

Véta. (O z6né) Bud M mnozina n nadrovin v R a h € M. Existuje konstanta
¢ > 0 zavisla pouze na dimenzi d takova, Ze pocet stén v arrangementu nadrovin
mnoziny M v Rd, které jsou na hranici zény h (tj. stén, které ,,vidi“ nadrovinu h), je
nejvyse end 1,
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Konvexni mnohostény

V naésledujici kapitolce budeme potfebovat nékolik pojmi z teorie grafii. Ve sbornic¢ku

vvvvvv

Definice. (Graf)  Grafem budeme rozumét libovolnou usporddanou dvojici mnozin
G = (V, E), kde E obsahuje nékteré dvojice prvki z V. Prvky mnoziny V nazyvdme
vrcholy grafu G, prvky mnoziny E nazyvame hrany grafu G. Graf ¢asto zndzortiujeme
obrazkem v roviné; vrcholy kreslime jako puntiky, dva puntiky spojime ¢arou, pokud
dvojice prislusnych vrcholi tvori hranu grafu G. Graf G nazveme rovinng, pokud
existuje jeho nakresleni, ve kterém se zadné dvé hrany neprotinaji.

Definice. (Graf konvexniho mnohosténu)  Grafem konvexniho mnohosténu K rozu-
mime graf tvoreny vrcholy a hranami K.

Véta. Graf konvexniho mnohosténu v R? je kruznice. Pocet hran konvexniho mno-
hosténu o n vrcholech v R? je n. Graf konvexniho mnohosténu v R? je rovinny. Pocet
hran konvexniho mnohosténu o n vrcholech v R3 je nejvyse 3n — 6, pocet jeho stén
je nejvyse 2n — 4.

Véta. (Steinitz)  Graf kazdého konvexniho mnohosténu v R3 je 3-souvisly, tj. kazda
dvojice vrcholi je spojena trojici vrcholové disjunktnich cest.

Definice. (Momentova kiivka) —Momentovou kiiwkou v R? rozumime mnozinu bodii
{(@t, 62,63, ... ,t9),t e R}.

Pozorovani. Kazda nadrovina protina momentovou kfivku v nejvyse d bodech.

Definice. (Cyklicky mnohostén)  Cyklickym mnohosténem rozumime konvexni mno-
hostén, jehoz vrcholy lezi na momentové kfivce.

Véta. Pro d > 4 jsou kazdé dva vrcholy cyklického mnohosténu spojeny hranou.

Véta. Pocet stén cyklického mnohosténu v R? s n vrcholy (n>d+1) je
n—|d/2] n—|d/2] -1 .
+ pro d sudé
( 14/2) ) ( 4/2) —1

2 (n B LLZZSJJ N 1) pro d liché.
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Voroného diagram a Delaunayova triangulace

Definice. (Voroného diagram) Bud P konecéna mnozina bodii v RY. Bud X € P.
Regionem bodu X rozumime mnozinu bodu

regp(X) = {Y € RY,|XY| = min{|ZY|, Z € P}},
tj. mnozinu bodi, které nejsou vice vzdaleny od X, nez od jinych bodi mnoziny P.
Voroného diagramem mnoziny P rozumime mnozinu vSech regiont bodu X € P.

Poznamka. Kazdy region Voroného diagramu je konvexni mnohostén. Voroného di-
agram n bodové mnoziny tedy rozdéli rovinu na n konvexnich mnohosténti. Mizeme
tedy mluvit o vrcholech, hranach, sténach a bunkach Voroného diagramu, budeme
tim rozumét vrcholy, hrany a stény vSech regioni, pfipadné regiony samotné.

Véta. Voroného diagram n bodové mnoziny v R? m4 nejvyse cn vrcholi a hran pro
néjaké ¢ > 0.

Definice. (Delaunayova triangulace) Bud P kone¢nd mnozina bodu takovych, Ze
zadné tfi body P nelezi na spolecné piimce a zadné ¢tyri body P nelezi na spolecné
kruznici. Delaunayovou triangulaci mnoziny P budeme rozumét graf, jehoz vrcholy
jsou body mnoziny P a jehoz hrany dostaneme tak, Ze spojime useckou pravé ty
dvojice bodu X,Y € P, pro které existuje kruznice k takova, ze X,Y € k a zadny
bod Z € P nelezi uvniti k.

Véta. Delaunayova triangulace (resp. jeji nakresleni popsané v piedchozi definici)
mnoziny P je rovinny graf, vSechny jeho stény kromé vnéjsi jsou trojiuhelniky a vnéjsi
sténa je ohranicena hranici konvexniho obalu P.

Piiklady

(1) Kolik bunék obsahuje arrangement nadrovin v R? dangch rovnicemi z; = xj,
1=1,2,...,d,1<i<j<d?

(2) Kolik bunék obsahuje arrangement nadrovin v R? danych rovnicemi x; —z; = 0,
:Ciij:l, xifmj:fl,1§i<j§d?

(3) Ukazte, Ze existuje konstanta ¢ (zavisld pouze na d) takova, Ze pocet neomeze-
nych bunék arrangementu n nadrovin v RY je nejvyse end1,

(4) Ukazte, ze Voroného diagram n-bodové mnoziny v R® muze mit az en? vrcholit
(pro néjaké pevné ¢ > 0).

(5) Necht P je konetna mnozina bodu v roviné takova, ze zadné t¥i body P nelezi
na piimce a zadné ¢tyifi body P nelezi na kruznici. Najdéte souvislost mezi
Delaunayovou triangulaci a Voroného diagramem mnoziny P.

26



