Kolik existuje prvocisel?

MARTIN CECH

ABSTRAKT. Prispévek obsahuje nékolik zajimavych a tézsich vysledki o prvoéislech
véetné struénych navodu k dikazim. Mimo jiné obsahuje napfiklad netradi¢ni da-
kaz toho, Ze prvocisel existuje nekonecné mnoho, nebo divergenci fady prevracenych
hodnot prvodisel.

V tomto pfispévku muzete najit nékolik tézsich vét zabyvajicich se vlastnostmi
prvocisel, které si véetné dikazi ukazeme na prednésce.

Kolik mame prvocisel?

Spousta ¢tenaiu jisté tusi, ze prvocisel je opravdu hodné, dokonce nekonecno. Né-
ktefi dokonce znaji i tradi¢ni Eukleidiv dikaz — kdyby jich bylo kone¢né, vsechny
vynasobime, k vysledku pfi¢teme jednicku a dojdeme ke sporu. Ukézeme si méné
tradiéni, ale neméné krasny dtikaz, ktery objevil madarsky matematik Paul Erdés.
Cely dikaz uvidite na prednasce, zde je pouze ve struéném znéni:

Diikaz.  (Pouze struény) Oznac¢me w(N) pocet prvocisel mensich nebo rovnych N.
Kazdé piirozené ¢islo n se d4 vyjadiit (dokonce jednoznacéné) jako soucin 72s, kde
s je bezétvercové. Je-li n < N, miiZe r nabyvat nejvyse v N hodnot a s nejvyse
27(N) hodnot, piitom celkovy pocet moznosti musi byt alespoii N, aby kazdé ¢islo
mohlo mit svou reprezentaci. Z toho dostavame nerovnost vN - 27(V) > N, po
zlogaritmovéni a tpravach mame 7(N) > £ log, N.

Trochu vic nez nekonecno. . .

Sama skutecnost, ze prvocisel mame nekoneéné mnoho, ndm nic nefikd o tom, jak
husté jsou rozmisténa. Mocnin dvojky méme také nekonecno, presto se ,,v blizkosti
nekonecna“ objevuji velmi zfidka. Nasledujici véta ndm fika néco trochu vic nez
pouze to, ze jich je nekonecno.

Véta. Rada prevracenych hodnot prvoéisel diverguje, neboli
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KOLIK EXISTUJE PRVOCISEL?

Pokud mas problém s nekone¢nym souctem ¢i s nekone¢nem v této vété, nezoufe;j!
Véta pouze tika, ze kdyz scitdme prevracené hodnoty dalSich a dalsich prvocisel,
vysledek casem preroste libovolné obrovské ¢islo. Vsimni si, ze toto napfiklad pro
zminiované mocniny dvojky neplati, je tedy vidét, ze tento vysledek je jesté silnéjsi
nez pouze to, Ze je prvocisel nekonecno.

Dtkaz této véty si predvedeme na prednésce.

Jesté presnéjsi odhad

Jeden z nejvétsich matematikt Friedrich Gauss vyslovil domnénku, ze funkce 7(z) ,
ktera udava pocet prvocisel mensich nebo rovnjch x, roste ptiblizné jako 10230' Tento
vysledek je nyni znamy jako prvociselnd véta, na jeji dikaz se vSak cekalo mnoho
let, nez jej objevili nezavisle na sobé matematici Jacques Hadamard a Charles-Jean
de la Vallée-Poussin. Jejich dikazy vyuzivaly slozitych metod komplexni analyzy a
sahaji daleko za ramec této prednasky, dokazeme si vSak par lemmatek a s jejich
pomoci méné piesné odhady, se kterymi pfisel rusky matematik P.L. Cebysev.

Lemma 1. Pro piirozené c¢islo n plati nerovnosti
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Lemma 2. Pro vSechna prirozena cisla n plati
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Kombinaci téchto odhadi mtizeme dokazat kyzenou vétu:

Véta. Existuji konstanty 0 < ¢; < co takové, Ze pro vSechna x > 2 plati
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Diikaz této véty si nechdme na prednasku.
Podékovani

Dékuji docentu Martinu Klazarovi, z jehoz piednasky Uvod do teorie éisel jsem
Cerpal. Poznamky k této pfednésce je mozné najit v uvedené literatufe.
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