Kategorie

PEPA SvOoBODA

ABSTRAKT. Prednaska je tivodem do teorie kategorii — abstraktni matematické teo-
rie, kterd hraje klicovou roli v moderni matematice.

Od mnoZin ke kategorii

Zakladnimi matematickymi objekty naseho svéta jsou mnoziny. Samy o sobé vsak
jsou ponékud chudé — zajimavé zacnou byt, az kdyz se zacneme zabyvat zobrazenimi
mezi nimi. Bez zobrazeni napriklad nedokazeme mérit velikosti mnozin.

Tvrzeni. (vlastnosti zobrazeni) Zobrazeni mezi mnozinami mizeme sklddat a toto
sklddéni je asociativni (tj. nezalezi na uzdvorkovéni). Kazdd mnoZina A mé své
identické zobrazeniid 4 — pokud toto zobrazeni slozime s jinym zobrazenim f (z nebo
do mnoziny A), obdrzime opét f.

Pokud tyto fundamentalni vlastnosti (skladani, asociativitu a existenci identit)
extrahujeme a zapomeneme na mnoziny, dostaneme pojem kategorie:

Definice. Kategorie je soubor skladajici se z:

(i) t¥idy objekti,

(ii) tfidy Sipek.
Pritom jsou splnéna nasledujici pravidla: Kazda sipka f ma jednozna¢né dany svij
pocatecni objekt A a koncovy objekt B (piSeme f: A — B. Pro kazdou dvojici Sipek
f:A — B ag:B — C existuje Sipka gf: A — C — sloZeni Sipek f a g. Skladani
je asociativni, neboli pro f:A — B, ¢:B — C a h:C — D plati (hg)f = h(gf).
Konecéné kazdy objekt A mé identickou Sipku ida: A — A tak, Ze pro kazdou Sipku
fiA— BagB— Aplati fida = faids f=f.

Piiklad. DokaZ z definice kategorie, Ze Sipka id4 je jednoznacna.

Prfiklad. MnoZiny (jako objekty) a zobrazeni (jako Sipky) tvoii kategorii.
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Specialni Sipky

Definice. Zobrazeni f: A — B je prosté, pokud z f(x) = f(y) plyne 2 = y.
Zobrazeni f je na, pokud obraz f je celd mnozZina B. Pokud je f prosté i na, fikame,
ze jde o bijekci.

Tvrzeni. Zobrazeni f: A — B je prosté, pokud plati jedna z nasledujicich podmi-
nek:

(1) Existuje zobrazeni g: B — A tak, Ze gf = ida. Této vlastnosti také rikdme,
ze f ma pravy inverz.

(2) Zobrazeni f miizeme ,kratit zleva“, tj. pro kazdou mnozinu X a dvé zobra-
zeni g, h: X — A, pro které plati fg = fh plati také g = h. Této vlastnosti
fikame, ze [ je monomorfismus.

Obdobné tvrzeni plati pro zobrazeni na, sta¢i jen vyménit slova jako ,pravy“ za
Hlevy“. Jenze dikaz neni tak jasny, jako v pfipadé prostého zobrazeni.

Cviceni. Uvédom si, Ze ekvivalence trvzeni , f je na“ a ,f se d4 kratit zprava“ je
ekvivalentni s axiomem vybéru.

Tvrzeni. Zobrazeni f: A — B je bijekce pravé tehdy, kdyz existuje (tzv. inverzni
zobrazeni) g: B — A tak, ze gf =ida a fg = idp. Této vlastnosti iikdme, Ze f je
izomorfismus.

Pravé inverzy, monomorfismy ¢i izomorfismy mutzeme definovat v libovolné kate-
gorii, protoze jsme v jejich definici pouZzivali pouze objekty, Sipky, skladani a identity.
Naopak prosté zobrazeni je pojem, ktery je definovan pomoci prvki mnoziny, ale
mnoho kategorii mé objekty, kde nema o prvcich smysl mluvit (viz dalsi pfiklad).
To, Zze v kategorii mnoZin tyto t¥i pojmy souhlasi, je $fastnd nédhoda, kterd neni
pravidlem.

Piiklad. Za objekty zvolme vSechna realnd ¢isla. Pokud pro redlnd a a b plati,
a > b, fekneme, %e z a do b vede pravé jedna Sipka (a nezdlezi na tom, jak ji
pojmenujeme). V opaéném piipadé mezi a a b zadna Sipka nevede. Je jasné, jak
se maji Sipky skladat, a jednoduché ovéfit, ze takto obdrzime kategorii. Znac¢ime
ji (R,>). Analogicky muzeme definovat napfiklad kategorii pfirozenych ¢isel (N, >)
nebo racionalnich éisel (Q, >).

Eukleidovské prostory

Definice. FEukleidovsky prostor (E-prostor) dimenze n je mnozina vSech n-tic re-

alnych ¢isel spolu s operaci ,s¢itani“: (a1, ag,...,an) + (b1,b2,...,bn) = (a1 +
bi,as + ba,...,a, + b,) a operaci ,ndsobeni prvku prostoru redlnym ¢islem r¢:
r-(a1,a2,...,a,) = (raj,rag,...,ra,) .
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Definice. Zobrazeni mezi E-prostory R™ a R" nazyvame linedrni, pokud pro kazdé
dva body a, b prostoru R™ a realné ¢islo r spliuje

(1) fla+0b)= f(a)+ f(b),

(2) f(ra) =rf(a).
Priklad. Identické zobrazeni je linedrni. Slozeni dvou linearnich zobrazeni je line-
arni.

Duo E-prostory + linearni zobrazeni vyhovuje nasi definici kategorie.
Piiklad. Linearnimu zobrazeni z R do R™ muZeme pfirozené prifadit matici
m X n. Sklddani zobrazeni pak odpovida obvyklé nasobeni matic.

Priiklad. Pokud za objekty vezmeme prirozena ¢isla, Sipky z m do n budou vSechny
matice a skladani bude nasobeni matic, dostaneme kategorii.

Soucin a soucet

Definice. Soucin objekti A a B je objekt C spolu s Sipkami a: C' — A a b:C — B,
ktery spliiuje ,,univerzalni vlastnost“: Pokud vezmeme néjaky jiny objekt X spolu
s Sipkami w: X — A a v: X — B, existuje pravé jedna Sipka x z X — C tak, ze
ar =u a bxr = wv.

X

Piiklad. Najdi néjaky soucin v kategorii mnozin.

Priklad. Co je souéin v kategorii (R, >)?

Priklad. Co je soucin E-prostoru?

Tvrzeni. Soucin neni definovan jednoznacné, ale kazdé dva souciny jsou izomorfni.

Ke kazdému kategoridlnimu pojmu méame pojem dudlni, ktery dostaneme tak,
ze v definici obratime vSechny Sipky. Pokud to provedeme se souc¢inem, dostaneme
soucet alias koprodukt. Kazda kategorie C' ma dudlni kategorii C°P, kterd ma stejné
objekty, ale Sipky jsou obracené.

Piiklad. Najdi soucet v dosud zminénych kategoriich.

Tvrzeni. (Princip duality) Pokud nahradime vSechny pojmy v platném tvrzeni
jejich dualnimi pojmy, dostaneme opét platné tvrzeni. Jinymi slovy, v teorii kategorii
je vzdy automaticky pul hotovo.
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Cviéeni. Kazdé dva soucty jsou izomorfni.

Jako nas z kategoridlniho pohledu pfili§ nezajimaji samotné mnoziny, ale spis
zobrazeni mezi nimi, podobné je to i s kategoriemi. Proto zavadime tzv. funktory,
coz jsou Sipky mezi kategoriemi. D4 se fict, Ze funktory zprostiedkovavaji komunikaci
mezi riznymi matematickymi svéty.

Definice. Funktor F mezi kategoriemi C' a D je proces,! ktery pfifazuje objektu
Az C objekt FA z D a 8ipce f: A — B sipku Ff: FA — F B, ptficemz zachovava
sklddani Sipek (nezélezi, zda Sipky nejprve slozime a pak posleme funktorem, nebo
naopak) a identity.

Priklad. Maticova reprezentace je funktor z kategorie E-prostorit do kategorie
matic, ktery prostoru R™ pfirazuje jeho dimenzi n a linedrnimu zobrazeni prifazuje
odpovidajici matici.

Pointa maticové reprezentace je, Ze se z geometrického svéta prostort a linearnich
zobrazeni dostaneme do suchého svéta matic, kde se ale snadno fesi problémy. Tim,
Ze je nas vztah funktor (tj. zachovava sklddani a identity), dokdzand tvrzeni se
snadno prenesou zpét do svéta geometrie.

Kategorii teoril muzeme aplikovat na sebe samu. Pokud totiz za objekty zvolime
kategorie? a za Sipky funktory (je jasné, jak se budou skladat), ¢im# dostaneme
kategorii. Takto napiiklad dostaneme definici souéinu nebo souétu kategorii.

Priklad. Co je soucin a soucet kategorii?
Priklad. Soucin je funktor z kategorie C' x C' do kategorie C.

Uloha. Pfedstav si E-prostor R” jako kategorii, kterad ma jeden objekt x, Sipky
jsou prvky R™ a sklddani je s¢itani. Co jsou potom funktory z R™ do R™? Musi byt
nutné linearni?

Bisoucin a Ab-kategorie

Definice. Ab-kategorie je takova kategorie, ze pro libovolné objekty A, B a dvé
sipky f,g: A — B existuje soucet Sipek f+g tak, Ze jsou splnéna nasledujici pravidla:
(i) Seitani je asociativni a komutativni, existuje Sipka ,,0“ tak, ze f +0 = f, a
ke kazdé sipce f existuje Sipka ,—f“ tak, ze f + (—f) = 0.2
(ii) S¢itani a sklddani jsou distributivni, tedy pokud mame Sipku h: B — C, pak
plati h(f + ¢g) = hf 4+ hg a obdobné pro Sipky do objektu A.

LCtenati je jasné, ze formalné jde o dvojici funkei (na objektech a Sipkéch).

2Pokud bychom vzali vSechny kategorie, dostali bychom mnozinovy paradox podobné jako
s mnozinou vSech mnozin. Mtzeme ale vzit napriklad vSechny kategorie, které jsou néjak ome-
zené velikosti.

3Mnozinu $ipek jsme tak nahradili strukturou, které se ¥ika Abelovska (tj. komutativni) grupa —
odtud nazev.
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Definice. Bisoucin objektii A a B je objekt C spolu s Sipkami p,: C — A, pp: C —
B, i,: A — C apy: B— C, které splnuji nasledujici podminky:

(i) paie =ida, ppis = idp.
(11) Dvia = 0, paip = 0.
(iii) taPa + topp = ide.
Z.a Z'b
A C B
Pa Pb

Tvrzeni. Necht A a B jsou objekty v Ab-kategorii. Potom jsou ndsledujici vyroky
ekvivalentni:
(i) C je bisoucin A a B.
(ii) C je soucin A a B.
(iii) C je soucet A a B.
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