Kategorie

ANICKA DOLEZALOVA

ABSTRAKT. Prednéska je ivodem do teorie kategorii — abstraktni matematické teo-
rie, kde si vystac¢ime s puntiky a Sipkami.

Od mnoZin ke kategorii

Zakladnimi matematickymi objekty naseho svéta jsou mnoziny. Samy o sobé jsou
vsak ponékud chudé, zajimavé zac¢nou byt, az kdyz se zacneme zabyvat zobrazenimi
mezi nimi. Bez zobrazeni napriklad nedokdzeme méfit velikosti mnozin.

Tvrzeni. (vlastnosti zobrazeni) Zobrazeni mezi mnozZinami miiZzeme skladat a toto
sklddani je asociativni (tj. nezalezi na uzdvorkovani). Kazdd mnozZina A még své
identické zobrazeni id 4 — pokud toto zobrazeni slozime s jinym zobrazenim f (z nebo
do mnoziny A), obdrzime opét f.

Pokud tyto fundamentédlni vlastnosti (skladani, asociativitu a existenci identit)
extrahujeme a zapomeneme na mnoziny, dostaneme pojem kategorie:

Definice. Kategorie je soubor skladajici se z
(i) t¥idy objektd,

(i) t¥idy sipek.

Pfitom jsou splnéna néasledujici pravidla: Kazda Sipka f ma jednoznacné dany
svlij pocateéni objekt A a koncovy objekt B (piSeme f : A — B). Pro kazdou
dvojici sipek f : A — B a g : B — C existuje sipka gf : A — C — sloZent Sipek
f a g. Sklddani je asociativni, neboli pro f: A — B, g: B — C a h: C — D plati
(hg)f = h(gf). Konecné, kazdy objekt A ma identickou Sipku ida : A — A tak, Ze
pro kazdou Sipku f: A — Bag: B— Aplati fida = f aidgf = f.

Cviceni 1. Dokaz z definice kategorie, Ze Sipka id 4 je jednoznacnA.

Pifiklad 2. Mnoziny (jako objekty) a zobrazeni mezi nimi (jako Sipky) tvofi kate-
gorii.

Piiklad 3. (pro ¢tenafe seridlu) Grupy spolu s grupovymi homomorfismy tvoii

kategorii.
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Specialni Sipky

Definice. Zobrazeni f : A — B je prosté, pokud z f(z) = f(y) plyne z = y.
Zobrazeni f je na, pokud obraz f je celd mnozina B. Pokud je f prosté i na, fikdme,
ze jde o bijekci.

Tvrzeni. Zobrazeni f : A — B je prosté, pokud plati jedna z nésledujicich pod-
minek:

(i) Existuje zobrazeni g : B — A tak, Ze gf = ida. Této vlastnosti také iikdme,
ze f ma levy inverz.

(ii) Zobrazeni f muzeme , kratit zleva“, tj. pro kazdou mnozinu X a dvé zobra-
zeni g, h : X — A, pro které plati fg = fh, plati také g = h. Této vlastnosti
fikame, ze [ je monomorfismus.

Obdobné tvrzeni plati pro zobrazeni na. Sta¢i pouze zaménit slova ,levy“ a
Lpravy“. Pokud se f da kratit zprava, fikdme, Ze jde o epimorfismus.

Tvrzeni. Zobrazeni f : A — B je bijekce pravé tehdy, kdy# existuje (tzv. inverzni
zobrazeni) g : B — A tak, Ze gf = ida a fg = idp. Této vlastnosti fikdme, Ze f je
izomorfismus.

Pti definici prostého zobrazeni jsme vyuzivali prvkt mnoziny a hodnot zobrazeni f
na nich. Definovat v kategoriich prosté zobrazeni nedava smysl, protoze by se objekty
musely skladdat z prvkd, coz viibec nemusi byt pravda. Naopak pro pojmy jako pravy
inverz nebo monomorfismus jsme pouzivali pouze kategoridlni pojmy — levé (resp.
pravé) inverzy, monomorfismy (resp. epimorfismy) a izomorfismy definujeme tak,
7e v podminkéch ze dvou poslednich tvrzenich nahradime slovo ,mnozina“ slovem
,objekt“ a  zobrazeni“ slovem ,Sipka“. Tyto pojmy tedy mame v libovolné kategorii.
To, Ze v kategorii mnozin pojmy prosté-mono, na-epi, bijekce-izo souhlasi, je sfastna
nahoda, kterd neni pravidlem.

Priklad 4. Za objekty zvolme vSechna realna ¢isla. Pokud pro redlna a a b plati a >
b, fekneme, Ze z a do b vede (pravé jedna) sipka. Nezdlezi na tom, jak ji pojmenujeme.
V opa¢ném piipad€ mezi a a b zadné Sipka nevede. Je jasné, jak se maji sipky skladat,
a jednoduché ovérit, ze takto obdrzime kategorii. Znaéime ji (R,>). Analogicky
muiizeme definovat napfiklad kategorii pfirozenych ¢isel (N, >) nebo racionélnich ¢isel

(Q,2).

Cviceni 5. Najdéte kategorii, ve které existuje epimorfismus, ktery neni na.
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Odbocka do eukleidovskych prostorti

Definice. Fukleidovsky prostor (E-prostor) dimenze n je mnozina vSech n-tic re-

alnych cisel spolu s operaci ,s¢itani“: (a1, as,...,an) + (b1,bo,...,by) = (a1 +
bi,as + ba,...,a, + b,) a operaci ,nasobeni prvku prostoru redlnym d¢islem r¢:
r-(ay,as,...,a,) = (rag,ras,...,ray).

Definice. Zobrazeni f : R™ — R™ nazyvame linedrni, pokud pro kazdé dva body
a, b prostoru R™ a redlné ¢islo r splnuje

(i) fla+0b)= f(a)+ f(b),
(if) f(ra) =rf(a).

Cviéeni 6. Identické zobrazeni je linearni. SloZeni dvou linedrnich zobrazeni je
linearni.

Cviéeni 7. Dvojice E-prostory + linearni zobrazeni vyhovuje nasi definici kate-
gorie.

Priklad 8. Linedrnimu zobrazeni R™ do R™ muZeme pfirozend pfifadit matici
m X n. Sklddani zobrazeni pak odpovida obvyklé nasobeni matic.

Priklad 9. Pokud za objekty vezmeme piirozend ¢isla, Sipky z m do m budou
vSechny matice m x n a skladani bude nasobeni matic, dostaneme kategorii.

Piiklad 10. Pokud misto E-prostorii vezmeme vSechny vektorové prostory (tedy
napiiklad i ty nekoneéné dimenzionalni) a Sipky budou opét linedrni zobrazeni mezi
nimi, dostaneme kategorii.

Soucin a kosoucin

Definice. Soucin objekti A a B je objekt C spolu s Sipkami a : C — A a
b: C — B, ktery spliiuje ,,univerzalni“ vlastnost: Pokud vezmeme jakykoliv objekt
X spolu s Sipkami v : X — A av: X — B, existuje pravé jedna Sipka f z X do
C tak, ze af = u a bf = v. Objekt C' budeme znacit A x B nebo AIIB.
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Priklad 11. Co je soucin v kategorii mnozin?
Pfiklad 12. Co je soudin v kategorii (R, >)?
Piiklad 13. Co je soucin v kategorii E-prostorti (vektorovych prostort)?

Tvrzeni 14. Soudin neni definovan jednoznacné, ale kazdé dva souciny jsou izo-
morfni (tj. existuje mezi nimi izomorfismus).

Poznamka 15. Soucin nemusi existovat.

Ke kazdému kategoridlnimu pojmu méame pojem dudlni, ktery dostaneme tak,
7e v definici obratime vSechny Sipky. Pokud to provedeme se soucinem, dostaneme
kosoucin alias soucet (znac¢ime symbolem + nebo IT). Pro kategorii C' ozna¢ime C°P
tu kategorii, ktera ma stejné objekty, ale obracené Sipky. Rikdme ji dudini kategorie.

A B

O

ET

! v
X

Priklad 16. Co je kosoucin v dosud zminénych kategoriich?

Tvrzeni. (Princip duality) Pokud nahradime vSechny pojmy v platném tvrzeni
jejich dualnimi pojmy, dostaneme opét platné tvrzeni. Jinymi slovy, v teorii kategorii
je vzdy automaticky pil prace hotovo.

Dusledek. Kazdé dva kosouciny jsou izomorfni.

Souéin i kosoucin se daji zobecnit pro vice objekti. Jsou asociativni a komutativni
az na izomorfismus.

Priklad 17. Co je souéin a kosouéin (libovolné tiidy objektil) v dosud zminénjch
kategoriich?

Limity a kolimity

Souciny a kosouciny vychazeji pouze z objektii. Co kdyz bychom ale chtéli mit mezi
témito objekty jesté néjaké Sipky?

Definice. (neformalni) Méjme kategorii C' a v ni A t¥idu objektd a F' t¥idu Sipek
mezi objekty z A. KuZelem nad A a F' nazveme objekt B z kategorie C' a G tfidu
sipek z objektu B do (kaZdého) objektu z A takové, Ze pro libovolna sloZeni Sipek z F
a G, kterd davaji smysl a zac¢inaji a kondi v téze objektech, jsou stejnd. Analogicky
definujeme kokuzel (obratime Sipky).
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Definice. (jen trochu neformélni) Méjme kategorii C, A tfidu objektt a F tiidu
Sipek mezi objekty z A. Necht L se sipkami G je kuZel nad A a F. Rekneme, ze L je
limita A a F, pokud pro libovolny jiny kuzel (X, Z) nad A a F existuje v C pravé
jedna Sipka v z X do L takova, Ze slozenim u se Sipkou z G dostaneme Sipku ze Z.

A B

Cviceni 18. Rozmyslete si, Ze soudin je limita, kde nejsou zadné Sipky mezi ob-
jekty.

Priklad 19. Uvazujme kategorii mnozin. Jak vypadé limita a kolimita objekti
{4, ={1,...,n},n € N} se sipkami {f,, : A, = Any1, fu(k) =k k <n,neN}?

Poznamka. Limita, podobné jako sou¢in, nemusi nutné existovat.

Funktory

Jako nas z kategoridlniho pohledu pfilis nezajimaji samotné mnoziny, ale spis zob-
razeni mezi nimi, podobné je to i s kategoriemi. Proto zavadime tzv. funktory, coz
jsou Sipky mezi kategoriemi. D4 se Tict, ze funktory zprostfedkovéavaji komunikaci
mezi riznymi matematickymi svéty.

Definice. Funktor I mezi kategoriemi C' a D je proces!, ktery pfifazuje objektu
A z C objekt F(A) z D a 8ipce f : A — B sipku F(f) : F(A) — F(B), pfi-
¢emz zachovava skladani Sipek (nezélezi, zda nejdiiv Sipky slozime a pak poSleme
funktorem, nebo naopak) a identity.

Pfiklad 20. Zapominajici funktor (z kategorie E-prostort do kategorie mnoZin)
vezme F-prostor a zapomene, ze se v ném dalo s¢itat a nasobit prvky realnym
¢éislem. Zbude holad mnozina n-tic. Obecné zapominajici funktor z kategorie néjakych
ystrukturovanych®“ objekti, jako jsou vektorové prostory, topologické prostory nebo
grupy, do kategorie vSech mnozin prifadi kazdému pivodnimu objektu jeho nosnou
mnozinu (bez struktury).

LCtenafi je jasné, ze formalné jde o dvojici funkei (na objektech a sipkach).
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Piiklad 21. Proces P, ktery pfifadi mnoziné A jeji poten¢ni mnozinu P(A) a
zobrazeni f mezi A a B piitadi zobrazeni P(f) : P(A) = P(B), X — {f(z),z € X},
je funktor z kategorie mnozin do kategorie mnozin.

Piiklad 22. Maticova reprezentace je funktor M : Euc — Mat, ktery prostoru
R"™ pfitfazuje jeho dimenzi n a linedrnimu zobrazeni pfifazuje odpovidajici matici.

Vyhoda maticové reprezentace je, ze se z geometrického svéta prostord a linearnich
zobrazeni dostaneme do suchého svéta matic, kde se ale snadno fesi problémy. Tim,
7e je nas vztah funktor (tj. zachovava sklddani a identity), se dokézand tvrzeni
snadno prenesou zpét do svéta geometrie.

Teorii kategorii nyni miizeme aplikovat na sebe. Pokud totiz za objekty zvolime
kategorie? a za Sipky funktory (je jasné, jak se budou sklddat), dostaneme kategorii.
Takto naptiklad dostaneme definici sou¢inu nebo souc¢tu kategorii.

Piiklad 23. Co jsou funktory z kategorie (R, >) do (R, >)?

Cviceni 24. Predstavme si E-prostor R" jako kategorii, ktera mé jeden objekt x,
Sipky jsou prvky R™ a skladani je séitani. Co jsou potom funktory z R™ do R™?
Musi byt nutné linearni?

Navody

5. Kazdé spojité zobrazeni R do R je jednozna¢né urc¢eno hodnotami na racional-
nich ¢islech.

17. Soudin ma tendenci ,chovat se hezky“ pii pfechodu k nekoneénému soucinu,
kosoudin ne vzdy. V kategorii mnozin pijde (co se objektu tyée) o kartézsky sou-
¢in a disjunktni sjednoceni, v kategorii (R,>) o supremum a infimum, v kategorii
E-prostorit (vektorovych prostortt) o kartézsky soucin a direktni soucet prostort
(rozmyslete si, pro¢ nemusi existovat vhodné linedrni zobrazeni z celého kartézského
soucinu tak, aby byl kosouc¢inem). Pfislusna zobrazeni jsou projekce (resp. vnoteni)
pro mnoziny i vektorové prostory a jediné mozné Sipky pro (R, >).

19. Jsou to mnoziny {1} a N se zobrazenim 1 — 1, respektive s vnofenim (vnimame
fn jako zobrazeni do N).

23. Funkce, které zachovaji Sipky mezi kazdymi dvéma ¢isly, tj. neklesajici funkce.

24. Jsou to pravé linearni zobrazeni R™ do R™
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