Jensenova nerovnost

DaviD HRUSKA

ABSTRAKT. Prispévek seznamuje s jednou z klasickych algebraickych nerovnosti
a ukazuje jeji pouziti na dokazovani nerovnosti olympiaddniho typu.

Konvexni kombinace
Definice. Necht z1,...,2, € R, A\1,..., A, € (0,1) anavic A\ +---+ A, = 1. Pak
¢islo \iz1 + - - - + A\px, nazyvame konvexni kombinaci Cisel x1,...,x,.

Cviceni. Rozmyslete si, Zze pokud je x1 nejmensi a x,, nejvétsi z Cisel x1,...,x,,
lezi kazd4 konvexni kombinace téchto ¢isel v intervalu (z1,z,).

Pro praci s Jensenovou nerovnosti je klicové porozumét kovexnim kombinacim
(bodil) v roving.

Definice. Necht [z1,91],..., [Tn, Yn] jsou soufadnice n bodl v roving, A1, ..., A, €
(0,1) a Ay + - -+ A\, = 1. Pak bod o soufadnicich

[)\1371 +o AT, My - F /\nyn]

nazyvame konvexni kombinact bodi [z1,y1], ..., [Tn, Yn].

Cviceni. Co je mnozinou vSech konvexnich kombinaci dvou (t¥i, ¢ty¥, atd.) bodd
v roviné?

Konvexni a konkavni funkce

Definice. Necht I C R je interval a f: I — R je funkce. Pokud pro kazdou dvojici
x,y € I akazdé X € (0,1) plati

FOx+ (1= Ny) < Af(2) + (1= N f(y),
fekneme, ze f je konvexni na I.

Duélné (s opac¢nou nerovnosti) definujeme konkdvni funkci. Pokud plati ostra
varianta uvedené nerovnosti, mluvime o ryze konvezni (resp. ryze konkdvni) funkci.
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Cviceni. Rozmyslete si, co nerovnost definujici konvexitu (resp. konkavitu) zna-
mena geometricky.

Cvicéeni. Zjistéte, které z elementarnich funkci jsou na néjakych intervalech kon-
vexni (resp. konkdvni).

Jensenova nerovnost
Konecné se dostavame k jadru merita pudla véci.

Tvrzeni. Necht f je konvexni funkce na intervalu I. Potom pro libovolng
1, Zn €T a A, ...\, €(0,1) takovd, Zze A1 + -+ + A\, = 1, plati

Cvicéeni. Interpretujte obé strany rovnosti geometricky pomoci konvexnich kom-
binaci bodt a uvédomte si, Ze tvrzeni se tim stava témér trivialnim.

Cviceni. Rozmyslete si, kdy v Jensenové nerovnosti nastava rovnost.

Nyni si mtizeme blahopfat, nebof jsme téméf zadarmo ziskali velmi obecné vyhli-
zejici nerovnost, kterd se ukaze byt silnou zbrani. Ke spravnému pouziti Jensenovy
nerovnosti je tfeba umét rozhodnout, zda je dand funkce konvexni (resp. konkavni).
K tomu se v praxi pouziva nasledujici lemma.

Lemma. Ma4-li funkce f na intervalu I nezdpornou (resp. nekladnou) druhou de-
rivaci, je f na I konvexni (resp. konkdvni).

Pokud jste o derivaci (natoz néjaké druhé derivaci) neslyseli, nezoufejte. U jed-
noduchych funkei se dé konvexita/konkavita dobfe odhadnout z grafu, ptipadné lze
pouzit vhodny matematicky software. Pfisné korektni zdivodnéni se v tomto pfi-
padé nevyzaduje ani v MO, o jednoduchych funkcich se povazuje za znamé, zda jsou
konvexni ¢i konkavni.

Logaritmus

Obcas se pii pouzivani Jensenovy nerovnosti setkame s logaritmem. Uzite¢ny pro néas
bude, protoze svym zptusobem prevadi nasobeni na s¢itani a mocnéni na nasobeni.
Pfesnéji o tom hovoii nasledujici poznamka.

Poznamka. Necht a > 1. Funkce f(z) = log,(z) definovand na R* jako inverzni
funkce k g(x) = a® m4 nésledujici vlastnosti:

(i) f je rostouci ryze konkavni funkce na RT,

(ii) f(zy) = f(x) + f(y),
(ili) f(3)=—f(x),
(iv) f(z¥) =yf(2).
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Motivacni priklady
Konecné se dostavame k tlohdm. Za¢neme zlehka:
Priklad. Ukazte, Ze pro kazdé realné x > 1 plati:
1 1 1 3
+ -+ > —.
r—1 2 x4+17" =

Reseni. Pouzijeme Jensenovu nerovnost pro funkci f(z) = 1/z, ktera je konvexni
na R*, a konvexni kombinaci kladnych &isel x — 1, z,  + 1 s koeficienty

1
)\1:)\2:)\325.
Dostavame
1( Ly 1 >> ! S B L S
3\z—-1 =z =z+1 _9’“’Tfl—|—§—|—%rl x x—1 2o x+1 " =z

Jisté by vam nedélalo problém tuto nerovnost dokédzat zcela pfimocare rozna-

sobenim. Zkusime tedy néco tézsiho — zastupce typické skupiny tloh fesitelnych
Jensenovou nerovnosti:

Priklad. Jsou-li o, 3, v velikosti thli v trojuhelniku, dokaZte

3V3

sina 4 sin f + siny < —

Reseni. Jensenovu nerovnost aplikujeme na funkci f(x) = sinx konkavni{ na inter-
valu (0, 7). Plati a, 8,7 € (0,7), tedy

a+6+7) _ V3

L. L. L. .
—sma—i——smﬁ—l—gsm’ygsm 3 —_—

3 3 2

U této nerovnosti bychom jiz pfimocatejsi pristup hledali tézko. Jensenova ne-
rovnost je pro dokazovani nerovnosti pro tthly v trojuhelniku ¢asto uziteén, nebot
znéme jejich soudet (a tedy i tu nejjednodussi konvexni kombinaci).

Porad je to moc snadné? Na prednésce si ukdZeme ponékud magicky, ale zato
velmi elegantni dikaz tzv. AG-nerovnosti:

Tvrzeni. Pro nezaporna ¢isla x1, o, . .., x, plati:

n

> Yr1...Tn.
Nyni uz vime dost, abychom se mohli pustit do feSeni skute¢nych tiloh. Nezapomerite,
Ze Jensenova nerovnost plati pro kazdou konvexni (resp. konkdvni) funkei, takze
pokud kyZena nerovnost hned napoprvé nevyjde, neni duvod hazet Jensena do zZita
— prosté zkuste jinou funkci. Tak hurd do toho!
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Ulohy na rozehfati

Uloha 1. Ukazte, 7e pro libovolna redlna &isla a,b € (—1,1) plati

\/1—a2+\/1—b2<\/4 (a+b)?

Uloha 2. Dokazte, ze pro kladna realna &isla a, b splijici a + b = 1 plati

+1 2+ b+1 2>25
“ a b)) — 2°

Uloha 3. Dokaite, ze pro vSechna p¥ipustna z € R plati

Vr+1++v2z—3++/50—3z<12.

Uloha 4. Pro a, 83, v thly v trojuhelniku dokazte nerovnosti
Y
(1) sing—i—sin +sin7 <3,
(ii) cos § +cos +cos 3 < 3‘[
(i) tg g +tg2 +tg2 >\/_7
(iv) sinasin Gsiny < 3‘[
Varovdni: Cdst (iv) je trochu zakeind.

Uloha 5. Pro kladna a, b, ¢ dokazte

YA 5+ ) = VaT + Vi 4V

Uloha 6. Kladna realné ¢isla z, y spliiuji « + y = 1. Dokazte

T Y 1
+ > .
1+y 1+z = 1422y

Poradné alohy
Uloha 7. Pro kladna a, b, ¢ dokazte

a n b n c S 9
(b+¢)?  (c+a)? (a+b)? " 4la+b+c)

Uloha 8. Pro a,b > 0 dokaite

a n b < a+b
Vi2+1 Va2+1 Vab+1

(MO 63-111-6)
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Uloha 9. Pro a,b,c > 0 dokazte

+b+
bt > (Lbﬂ) -
- 3

Uloha 10. Pro realna z1,...,z, > 1 dokazte

1 R

n
+ .. .
1+ 1 Ton+1 7 oy x,+1
(IMO Shorltlist 1998)

Uloha 11. Pro kladné a, b, ¢ dokazte

a b c

+ + > 1.
Va2 +8bc Vb2 +8ac V2 + 8ab

(IMO 2001)
Uloha 12. Pro p € (0,3) a kladn4 realné a, b dokazte nerovnost

Va2 +pb? + /b2 +pa? > a+ b+ (p — 1)Vab.

(MO 62-111-6)
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