Jak hrat a neprohrat

FiLip HLASEK

ABSTRAKT. V prispévku se budeme zabyvat kombinatorickymi hrami s iplnou infor-
maci pro dva hrace. Vysvétlime si zadkladni pojmy, zahrajeme si par jednodussich her

se sCitat i slozité€jsi hry.

Umluva. Budeme se zabjvat pouze hrami, které spliiuji nasledujici podminky:

(1) hraji vzdy dva hréci proti sobé a pravidelné se st¥idaji v tazich,

(2) pravidla hry uréuji pro kazdého hréce v kazdé pozici mozné dalsi tahy,
(3) jsou koneéné a skonéi vitézstvim jednoho z hraci,

(4) jsou s uplnou informaci (Zaddné skryté ani simultanni tahy),

(5) jsou bez ndhody.

Hra se miiZe ocitnout v kone¢ném poétu riznych stavi! jednoho z téchto typi:

(1) V — vyhravajici stav = existuje takovy tah, ktery zméni stav hry na P
(2) P — prohravajici stav = vSechny povolené tahy zméni stav hry na V/

Pocatecni stav je zpravidla jediny, zatimco koncovych miize byt vice a o kazdém by
pravidla hry méla vypovidat, zda je V', nebo P.

Poznamka. Hry, které mtizou skond¢it remizou, viibec neuvazujeme, ale nebyl by
problém podobné zavést také neprohravajici a nevyhravajici stavy.

Véta. Pravé jeden z hract mé vyhravajici strategii.

Diikaz. 7 definice stavi V' a P plyne, Ze pokud se hra¢ nachazi ve stavu V, tak
muze zahrat takovy tah, ze souper bude béhem svého tahu ve stavu P a musi prvniho
hrace dostat opét do stavu V. Protoze je hra konecna, tak timto opakovanim prvni
hra¢ dosahne vitézstvi a ma tedy vyhravajici strategii. Pokud je ovSem na zacatku
hra ve stavu P, tak vSechny tahy prvniho hrace vedou do stavu V' a druhy hrac se
ocita v roli prvniho v pfedchozich Gvahach a ma tedy vyhravajici strategii.

KLiGOVA SLOVA. teorie her, kombinatorické hry, Nim, Sprague-Grundyho funkce
IStav je jednoznaéné popsan pozici hry a hracem, ktery je na tahu.
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U kazdé z nésledujicich her rozhodnéte, ktery z hract ma vyhravajici strategii.

Pifiklad. (Nim) V nékolika hroméadkéch je uréity pocet kamenti. Hrag, ktery je na
tahu, musi odebrat z jedné hromadky alespon jeden kdmen. Vyhrava hrac¢, ktery
odebere posledni kamen.

Piiklad. (LAméni ¢okolady) Cokolada o m x n étvereckach se smi ldmat rovné po
vyznacenych Carach. Hrac, ktery je na tahu, si vybere néktery z kouskt a jednou ho
rozlomi. Hra¢, ktery nemuze nic rozlomit, prohral.

Priklad. (Laméni ¢okolady podruhé) Stejnd pravidla jako v pfedchozi hie, ale
zaCina se s ¢okoladou 2m x n a nesmi se ulamovat dilky velikosti 1 x 1.

Pi¥iklad. (Cisla v lahvi) V lahvi jsou vsechna pfirozend ¢isla od 1 do 16. Hrag,
ktery je na tahu, vynda z lahve néjaké ¢islo a vSechny jeho délitele. Prohrava hrac,
ktery nemiize tahnout.

Piiklad. (Mince v fadé) V fadé je 10 minci raznych hodnot. Hraé, ktery je na
tahu, z jednoho konce fady vezme jednu minci. Vyhrava hrac, ktery ziskd nejvétsi
obnos.

Priklad. (Chomp) Tabulka ¢okoladdy je rozldmand na kosticky. Kosticka v levém
hornim rohu je otravena (kdo ji sni, prohraje). Hraé si ve svém tahu vybere kosticku
a sni ji, vSechny kosticky od ni napravo, vSechny kosticky od ni dold a navic vSechny
kosticky, které jsou od ni napravo i dold. V zavislosti na rozmérech urcete, kdo
zvitézi, pokud je tabulka a) étvercova, b) obdélnikova.

Piiklad. (Ctvercové piskvorky) Hraje se na ¢tvereckovaném papife 10 x 10. Ve
svém tahu nakresli hrac¢ jeden sviij symbol do néjakého prazdného ¢tverecku. Prvni
hra¢ se snazi utvorit ¢tverec 2 X 2 ze svych symbolua a cilem druhého hrace je mu
v tom zabranit.

Priklad. (Razitka) Zacind se na Sachovnici 8 x 8. Hréaé, ktery je na tahu, si vybere
prazdné policko a d& na néj razitko. Vybrané policko musi hranou sousedit s tim
predchozim. Prvni hra¢ mize dat razitko, kam chce. Prohrava hrac, ktery nemtze
tahnout.

Pi¥iklad. (Sachovnice) Na policku (z > 0,y > 0) stoji obycejny Sachovy kiiii.
Hrag, ktery je na tahu, mtize udélat tah koném, ale pouze takovy, aby kun neopustil
Sachovnici (Zaddné jeho soufadnice nesmi byt zapornd) a soucet jeho souradnic klesl.
Prohrava hrac¢, ktery nemtze tahnout. Jak dopadne hra, kdyz bude nékolik kont,
kazdy na jiném pocateénim policku, a hra¢ muze tahnouti, kolika koni chce, ale vzdy
alespoii jednim? (MO 60-P-III-2)
Piiklad. (Pricitdni délitele) Zac¢ind se s dvojkou. V jednom kroku hrié pficte
k ¢islu néjakého jeho vlastniho délitele (to je délitel mensi nez ¢islo samotné). Kdo
prekrodi ¢islo 2011, vitézi. Ma zacinajici hra¢ vitéznou strategii? A co kdyby ten,
kdo ptekroc¢i 2011, prohral?
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Scitani her

Ptiklad. (Sachovnice podruhé) V pravém dolnim rohu kazdé z N $achovnic o roz-
mérech a1 X by, as X ba, ...,an X by stoji figurka. Tou se smi v jednom tahu pohnout
pouze nahoru, vlevo nebo Sikmo vlevo nahoru, a to bud o jedno nebo o dvé policka.
Hragc, ktery je na tahu, si vybere Ssachovnici a udéld na ni takovy tah, aby figurka
neopustila Sachovnici. Prohrava hrac¢, ktery nemutze tahnout.

Definice. (Sprague-Grundyho funkce) Sprague-Grundyho funkci rozumime funkci
g, kterd kazdému stavu v prifadi nejmensi nezédporné celé ¢islo n takové, ze n # g(u)
pro vSechny stavy u, do kterych se d&4 dostat tahem ze stavu v.

Tvrzeni. Pokud ve hie prohrava hrac, ktery nemiize tahnout, potom jsou prohra-
vajici pravé ty stavy v, pro které g(v) = 0.

Definice. (S¢itani her) Souctem her myslime hru, v niz si hrd¢ maze v kazdém
svém tahu vybrat nékterou z dil¢ich her a v ni udélat tah. Pro jednoduchost budeme
definovat pouze pro hry, kde prohrava hrac, ktery jiz nemiZe tdhnout.

Definice. (Nim soucet) Nim-souctem Cisel x a y je ¢islo z @y, jemuZ se bézné Fika
binarni xor. Jedna se o bindrni s¢itdni bez pfenosu. Napf. 2107 = (10101)2®(111), =
(10010) = 18.

Véta. (Sprague, 1936; Grundy, 1939) Pii sou¢tu N her se Sprague-Grundyho
funkcemi ¢1,...,gn v pocatecnich stavech vn,...,vy ziskdme hru g(vi,...,vN) =
g1(v1) ® g2(v2) @ -+ - @ gy (vN).

Piiklad. (Nim podruhé) Méjme tfi hroméadky sirek o 9, 10, resp. 14 sirkach. Hrag,
ktery je na tahu, si vybere jednu hroméadku a odebere z ni nékolik sirek. Z prvni
hromédky je mozné odebrat 1 az 3 sirky, z druhé 1 az 5 a z té posledni 1 az 7 sirek.
Prohrava hrac, ktery nemuze tdhnout.

Piiklad. (Northcottova hra) Pozice ve he je Sachovnice 8 x 8 s jednou ¢ernou
a jednou bilou figurkou v kazdém radku. Hrac, ktery je na tahu, tdhne figurkou
svoji barvy o libovolny pocet poliéek vodorovné smérem k figurce soupefe (nesmi ji
preskocit). Prohrava hrac, ktery nemuze tdhnout.

Piiklad. (Laskertiv Nim) Hra je stejnd jako obycejny Nim, ale navic lze misto tahu

rozdélit hromadku na dvé neprazdné hromadky.

Piiklad. (Kayles) Dva kuzelkéfi stoji pfed fadou 13 kuZelek, pfi¢emz druha ku-
zelka je jiz shozend. Oba jsou tak kvalitni, Ze svym hodem mohou shodit kteroukoliv
kuzelku nebo dvojici sousednich kuzelek. Vitézem je hrac, ktery shodi posledni ku-
zelku.

Literatura a zdroje

[1] Thomas S. Ferguson: Game Theory, Part I — Impartial Combinatorial Ga-
mes, http://www.math.ucla.edu/~tom/Game_Theory/comb.pdf

11



